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1 O principio da minimizacao da energia é equivalente ao principio
da maximizacao da entropia.

O principio da entropia maxima que emerge dos quatro postulados nos permite lidar com todos
problemas da termodindmica de equilibrio, mas nem sempre é conveniente. A entropia é funcio
da energia interna, do volume e da quantidade de matéria, S = S(U,V,N), mas U, V e N sao
pardmetros termodindmicos dificeis de controlar. Uma das saidas, como vimos em aulas anteriores,
é lidar com quantidades molares como s = s(u,v), onde s, u, v sdo a entropia, energia interna e
volume molares. Algumas dessas variaveis podem ser dificeis de lidar experimentalmente: U nao se
mede diretamente, por exemplo. Nessas situagoes, devemos ter diversos formalismos que permitam
lidar com os problemas da Termodindmica da forma mais simples o possivel.

A questao de diferentes formalismos néo é um problema exclusivo da Termodindmica. Na mecanica,
por exemplo, as equagoes de movimento de um sistema de particulas sao definidas pela Segunda Lei
de Newton: )
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onde 7;, F; e m; respectivamente sdo a posicao, a forca e a massa de uma particula 7, mas tal
formalismo frequentemente nao é a melhor forma para resolver problemas. Para problemas mais
complexos que envolvem sistemas de coordenadas mais complexos, frequentemente se utiliza o Prin-
cipio da Ac¢ao Estacionaria (também chamado de “principio da menor a¢ao”’) em que as equagoes
de movimento sao aquelas em que a integral abaixo é estacionaria:
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S é chamado de agao, K é a energia cinética e V é a energia potencial. gq; e v; correspondem
a posicao e a velocidade da i-ésima particula. A resolugdo da Eq. (2) leva a famosa equagao de
Euler-Lagrange do célculo de variagoes:
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onde £ é chamada de Lagrangiana e é igual ao termo entre colchetes da equagao (2), ou seja, a
diferenga entre a energia cinética e a potencial, L = K — V. Observe que se a energia cinética
for independente da posicao e a energia potencial for independente da velocidade, a segunda lei de
Newton emerge naturalmente da equacao (3), lembrando que Fy = —VV (r;) e K; = mv2 /2.

De forma anéloga, na termodindmica a representacao da entropia nao é ideal para todos os casos
e precisamos usar outras representacoes. Em primeira vista, somos tentados a usar a represen-
tagdo da energia, que sabemos ser equivalente & representacao da entropia. De fato, se represen-
tarmos a superficie da fungao S = S(U, X1, X2), é possivel identificar prontamente a superficie
U = U(S,X1,X2), onde X; sdo o volume e a quantidade de matéria (Fig. (1)). A equivalén-
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Figura 1: Superficies definidas por S = S(U,{X;}) e U = U(S,{X;}). Observe em (a) que dada uma
superficie isoentrépica no espago, o ponto de equilibrio é aquele que minimiza a energia. Em (b),
dada uma superficie isoenergética, o ponto de equilibrio é aquele em que a entropia é maximizada.

cia entre as duas representagoes é imediatamente notavel na Fig. (1): a superficie definida por
U=U(S,V,N) é apenas a superficie definida por S = S(U,V, N) vista de outra perspectiva. Note
que os pontos de equilibrio podem ser definidos tanto em termos da energia minima ou da entropia
méxima a depender da perspectiva (Fig. (1)), assim:

Principio da entropia maxima: O valor de equilibrio de qualquer pardmetro interno nao-restrito
é aquele que maximiza a entropia para dado valor da energia interna total.

Principio da energia minima: O valor de equilibrio de qualquer pardmetro interno nao-restrito
é aquele que minimiza a energia interna para dado valor da entropia total.

Vamos assumir o principio da entropia maxima, onde:
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Para simplificar a notacao, X representa um parametro extensivo X; qualquer. Assume-se implicita-
mente que todos os demais X — volume ou quantidade de matéria de componentes — sao constantes.
Egs. (4) sintetiza o principio da maximizagao da entropia: o estado de equilibrio é definido por um
méximo da entropia. Considere agora, uma variavel intensiva P derivada de U com relagdo a um
parametro extensivo X:
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No equilibrio, vimos que (0S/0X)y = 0, entdao P = 0. Podemos concluir que U também tem
um extremo, apenas precisamos confirmar que se trata de um minimo. Para isso, verificamos a



concavidade, dada pela segunda derivada de U:
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Considerando P uma funcao de U e de X e sabendo que, neste caso, dP = (90P/0U)xdU +
(OP/OX)ydX:
<g§>s - (%)x(gj()s + (S)]z)y (7)
No equilibrio, (0U/0X)g = 0, logo:
(5)s = (a0)x7 * ()0 = () ®
e da razao na Eq. (5), noés sabemos que:
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No equilibrio, 05/0X = 0, logo:
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Como (9%25/0X?)y <0 = (0?°U/0X?)s > 0, significando que a energia interna deve ser minima
no equilibrio.
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2 Transformadas de Legendre

O principio da minimizacao da energia e da maximizacgao da entropia nao sdo as inicas formulacoes
possiveis do principio universal que rege os estados de equilibrio. Conforme mencionado na sec¢ao
anterior, tanto a energia quanto a entropia sao func¢oes de varidveis dificeis de serem controladas
experimentalmente — controlar a energia interna e a entropia exigiria esforgos herciileos e tantélicos.
Como parametros como pressao (p) e temperatura (7') sdo mais faceis de serem controlados expe-
rimentalmente devido & temperatura ambiente e & pressdo atmosférica, podemos procurar outras
funcoes termodindmicas que possam descrever completamente a termodindmica de um sistema por
meio dessas varidveis. Isso é feito com as transformadas de Legendre.

Considere uma equagao fundamental da forma:

Y =Y (Xo, X1,..., X¢). (11)
Nos desejamos encontrar um método em que as derivadas:
Y
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possam ser consideradas variaveis independentes sem perda de nenhuma informagao termo-
dinamica da equacao fundamental dada pela Eq. (11). Isso ¢ feito por meio da transformada de
Legendre. Considerando um caso matematicamente simples:

Y =Y(X) (13)



temos que a relacao fundamental é graficamente representada por uma curva em um espaco XY e
a derivada P ¢ a inclinacdo dessa curva. No6s vimos em aulas passadas que simplesmente escrever
Y = Y(P) implicaria em perda de informagao termodindmica. A solu¢ao desse problema ¢ simples:
da mesma forma que podemos descrever uma curva como uma sequéncia de pontos definida por
Y = Y (X), podemos definir essa mesma curva pelo seu envelope de retas tangentes (Fig. (2)(a)).
Assim, da mesma forma que cada ponto nessa curva pode ser descrito por um ponto (X,Y), cada
linha em um plano é descrita por um intercepto 1 e uma inclinacdo P (Fig. (2)(b)). Assim, a
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Figura 2: Curva descrita por Y = Y (X). Em (a) vemos que um envelope de retas tangentes descreve
a curva da mesma forma que uma sequéncia de pontos. Em (b) é possivel ver que a tangente em
um ponto (X,Y") é descrita por um intercepto e uma inclinagao (v, P).

relagao ¢ = 1(P) é completamente equivalente a Y =Y (X). Se Y = Y(X) é chamada de equagao
fundamental na representacao de Y, ¢ = ¥(P) é a equagao fundamental na representacao de .
Para encontrar a transformada, basta lembrar da definicdo da inclinacdo de uma reta:
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entao:
=Y — PX. (15)
Assim, se Y = Y (X), ao calcular a derivada encontramos
P = P(X). (16)

Se eliminarmos X e Y por meio da substituigdo das Egs. (15) e (16) na equagdo fundamental ¥ =
Y (X), encontramos a transformada de Legendre. Vamos considerar a energia interna U = U(S, V).
Se eu quiser eliminar o volume preciso, inicialmente calcular a derivada com relacdo ao volume:
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Assim:
Y =U +pV. (18)



A equagao (18) é uma fungao que ja conhecemos bem, a entalpia, H = U + pV/, que é uma funcao
da entropia, da pressao e da quantidade de matéria, H = H (S, p, N). Podemos entender porque S,
p e N sao as variaveis naturais de H a partir da diferencial de U = U(S,V, N):

dU =TdS — pdV + udN. (19)

Queremos eliminar V' como a variavel independente, logo temos que nos atentar ao termo —pdV'.
Sabemos da regra das derivadas que d(pV') = pdV + Vdp, portanto:

pdV =d(pV) — Vdp. (20)
Substituindo na equagao (19):

AU = TdS — d(pV) + Vdp + pdN =
AU +d(pV) = TdS + Vdp + pdN =

21
d(U +pV)=TdS +Vdp+ pdN = (21)
dH =TdS + Vdp + pdN,
de onde podemos ver que as derivadas da entalpia sao:
OH
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A entalpia é uma transformada de Legendre da energia interna e, por isso, também pode ser denotada
por H = U[p]. Outras transformadas de Legendre sdo muito importantes na Termodinamica. Se, ao
invés de remover a dependéncia quanto ao volume, quisermos remover a dependéncia com relacao a
entropia:
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portanto, temos uma transformada de Legendre U[T] tal que:
UlT] = U - TS. (24)

U[T] é chamada de energia livre de Helmholtz, A. Sabendo que d(7'S) = SdT + T'dS, a diferencial
total de A é dada por:

AU = d(TS) — SAT — pdV + pdN =
AU — d(TS) = —SdT — pdV + pdN =
AU = TS) = —8dT — pdV + pdN =
dA = —SdT — pdV + udN.

(25)

Note que é mais facil controlar T' e V do que S e V. A energia de Helmholtz é extremamente
importante no estudo da termodindmica de sistemas cujo volume é controlado ao longo de um
experimento. A famosa energia livre de Gibbs (G) pode ser encontrada a partir da energia de
Helmholtz (A) ou da entalpia (H). Basta remover a dependéncia com relagao a pressao:

G = U[T,p| = H[T| = Alp] =U — TS + PV. (26)



A energia livre de Gibbs é uma funcao cujas variaveis naturais sdo G = G(T, p, N) e como condigoes
de laboratério frequentemente sdo de pressao e temperatura constantes, é a funcao termodindmica
mais usada por quimicos. Nao é possivel fazer uma terceira transformada de Legendre sobre a
energia livre de Gibbs:
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Seguindo a logica:
Glul=U[T,p,u] =U —-TS+ PV — uN. (28)

Sabemos, pela relacao de Euler para a energia interna que U = T'S — PV + ulN, portanto

Glul = U[T,p, ] = 0. (29)

3 Forgas e potenciais termodinadmicos, variaveis conjugadas.

E interessante observar que uma pequena variacio na energia, entalpia ou energias livres é resultante
da agao de uma forga e um deslocamento. Chamamos de forgas termodinamicas as derivadas de
grandezas como a energia e da entalpia. Pressao, temperatura e volume sdo forcas ou gradientes
dessas fungoes termodinamicas — U, H, A e G — que chamamos de potenciais termodinamicos.
A analogia com a mecénica é direta: o movimento de um sistema ocorre de acordo com as forgas
que agem sobre ele, na termodindmica uma transformacao segue a diregao dada por essas forcas
termodindmicas. O calor, que se deve a energia guardada em modos “invisiveis”’, flui quando ha
diferenca de temperatura; um pistao se move de acordo com uma diferenga de pressao. Uma forca
e seu deslocamento associado sao chamados de variaveis conjugadas: a pressao é conjugada ao
volume, a temperatura é conjugada & entropia e o potencial quimico é conjugado & quantidade de
matéria.

Da mesma forma que acontece na termodindmica, a transformada de Legendre tem aplicagao na
mudanca de representagdo em outras areas da Fisica. A lagrangiana mencionada no inicio desta
aula é uma funcao das velocidades e das posigoes das particulas de um sistema mecénico:

L=L(qg,v) (30)

e representa o equivalente de uma equagao fundamental na mecénica, carregando em si toda a
informacao de um sistema fisico e determinando, por meio do principio da acdo estacionéaria, a
trajetoria fisica de um sistema. £, como vimos, é a diferenga entre a energia cinética e a potencial
do sistema e ndo tem uma interpretagao fisica imediata. Sabendo que o momentum (p) é a derivada
da lagrangiana com relagao a velocidade v:
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Se quisermos usar o momentum ao invés da velocidade — algo desejével quando lidamos com sistemas
cuja massa varia, por exemplo — fazemos a transformada de Legendre da lagrangiana:

(31)

(-H) = L(q,v) — pv, (32)

onde H é a funcdo hamiltoniana do sistema, que normalmente é interpretada como a sua energia e
que esté relacionada ao operador Hamiltoniano da Mecanica Quéntica.



