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1 A equagao de Euler e a relagao de Gibbs-Duhem

Antes de nos aprofundar na natureza da relacdo entre o mundo microscopico e o mundo macros-
copico, nés vimos que os postulados e as equagoes fundamentais nos permitem definir estados de
equilibrio e a direcdo de processos que levam a esses estados. E hora de nos aprofundarmos nas
propriedades matemaéticas das equagoes fundamentais. Sabemos que a energia interna é uma fungao
homogénea de primeira ordem:

UAS,AX1, \Xo,..., X)) = \U(S, X1, Xo,..., Xy), (1)
onde X; representa o i-ésimo parametro extensivo, seja ele volume ou quantidade de matéria. Di-
ferenciando a Eq. (1) com respeito a A:

%U(AS AX1, AXo, .. X)) = (%AU(S X1, Xo, ..., Xy) = U(S, X1, Xo, ..., X3). (2)

O lado esquerdo da Eq. (2) merece uma atencdo mais detalhada:

oU 9(\S)  OU (AX1)  OU (AXa)

= X1, X9, ..., Xy).
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A Eq. (3) pode ser simplificada para:
ou ou ou
U(S,Xl,XQ,...,Xt): S+ Xi+———Xo+...

8()\5) 8()\X1) (A X2)
Za U(S, X1, Xa, ..., X,).
Essa equagao é valida para qualquer A, mas no caso de fungoes homogéneas de primeiro grau:
U(S, X1, Xs,..., X S+Z U(S, X1, Xo,...,X1). (5)

As derivadas 0U/0X; sao conhecidas: X1 = V = 0U/0X; = —p, X; = N; = 0U/0X; = p,,
i =j + 1, revelando que:

T
UZTS—pV-l-Zuij. (6)
j=1
A Eq. (6) é chamada de relacao de Euler. No caso de sistemas de um componente:

U=TS—pV + uN. (7)
Fazendo o mesmo procedimento para a entropia, S = S(U,V, N):

(P (B -% (7). ©
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As equagoes (6) e (8) sao chamadas de relacoes de Euler. Elas sdo importantes porque definem a
relagdo entre varidveis intensivas e extensivas e mostram que elas, de fato, sdo interdependentes.

Sabemos que U = U(S,V, N) e que, por consequéncia, a sua diferencial total é:
dU =TdS — pdV + udN. 9)

Se aplicarmos a regra da cadeia ao calcular a diferencial total de U = U(S, V, N) segundo a equagao
(7), terfamos que:
dU =TdS + SdT — pdV — Vdp + pudN + Ndpu. (10)

A comparagao entre as equagoes (9) e (10) nos leva a seguinte conclusao:
SdT — Vdp + Ndup =0, (11)
No caso de varios componentes:

SAT - Vdp+ Y Njdu; =0. (12)
J

As equagoes (11) e (12) sao chamadas de relagoes de Gibbs-Duhem . Chamamos de graus de
liberdade termodindmicos os pardmetros termodindmicos intensivos. As relagoes de Gibbs-
Duhem sao importantes por permitirem que o nimero de graus de liberdade termodindmicos seja
reduzido em uma unidade. Considere a Eq. (11):

S Vv
SdT —Vdp+ Ndp =0 = d,u:—NdT+ Ndp (13)
Sabendo que S/N = s e V/N = v sao a entropia e o volume molares:
dp = —sdT + vdp. (14)

A equagao (14) tem um significado importante: para um sistema de um tnico componente com trés
pardmetros intensivos T, p e p, o nimero de graus de liberdade termodinamicos é dois porque a
relagdo de Gibbs-Duhem (Eq. (14)) define p = (T, p). Argumento semelhante pode ser feito para
sistemas de muitos componentes:

Za:jd,uj = —sdT + vdp, (15)
J

onde z; ¢ a fragao molar da j-ésima espécie. As relagoes de Gibbs-Duhem tem importancia funda-
mental no estudo de transicoes de fase e misturas binarias, mas aqui elas nos ajudarao a encontrar
equagoOes fundamentais. Podemos encontrar relacoes semelhantes na representacao da entropia:

1 p A
Ud(T) +Vd(f> —ZN]d(T> —0 (16)
J
2 Variaveis naturais e estrutura da termodinamica

A estrutura da termodindmica na representacdo da energia pode ser resumida da seguinte forma:
seja U = U(S,V,N) a equagao fundamental, isto é, a equagdo que contém toda a informagao



termodindmica do sistema. A partir dela, podemos obter trés equacoes de estado:

T = (8U)V7N —T(S,V,N)

EX
p=—(50),, ~PSV.N) (17)
o= (%)S,V = WSV, N)

Por meio da relagao de Gibbs-Duhem, podemos reduzir o niimero de graus de liberdade termodiné-
micos se descrevermos as equacgoes de estado por meio de variaveis intensivas:

T=T(S,V,N)=T(S/N,V/N,N/N) =T(s,v,1) =T(s,v)
p=p(S,V,N) =p(S/N,V/N,N/N) = p(s,v,1) = p(s,v) (18)
© :M(Sv‘/?N) = N(S/N7V/N7N/N) = M(va7 1) = ,U,(S,U)

Sabemos que dp = SdT — Vdp, logo, se soubermos duas das equacoes de estado, podemos encontrar
a terceira. Isso significa que, a menos de uma constante de integragao, o conhecimento de duas
equagoes de estado nos permite descobrir a equacao fundamental.

Em tese, é possivel eliminar a entropia de U = U(S,V,N) e T = T(S,V,N) e encontrar U =
U(T,V,N). Essa equacdo nao seria, entretanto, fundamental e nao conteria toda a informacao
termodinadmica do sistema. Uma equagdao fundamental precisa ser escrita em termos de variaveis
extensivas apenas, do contrario temos uma equagao diferencial parcial (Eq. (19)) cujas solugdes nao
permitem conhecer toda a termodinamica do sistema.

ou
U=U(5g:V:N) (19)
Isso pode ser compreendido graficamente (Fig. (1)) como a perda de informagao na derivagao.
Na Fig. (1)(a) as curvas diferem por uma constante que independe da entropia, mas que podem
depender dos parametros V e N. Note que todas as derivadas com respeito a S sejam a mesma
temperatura, 7. Na Fig. (1)(b), entretanto, podemos ver que nao ¢é possivel recuperar toda a
informacao termodindamica devido & perda de informacao da constante de integracdo perdida.

(a) (b)
U

(OU/dS)v,n

Figura 1: (a) Familia de curvas definidas por U = U(S,V,N). (b) Curva definida por U =
U(T,V,N).



3 O gas ideal

Um gés ideal é caracterizado por duas equagoes:
pV = NRT, (20)

U = cNRT, (21)

onde ¢ é uma constante igual a 3/2 para gases ideais monoatomicos. Podemos determinar a equagao
fundamental do gas ideal reescrevendo as equagoes (20) e (21) para encontrar derivadas conhecidas:

p NR R (85‘ )
g_"_22_ (= 22
T 174 v OV /JUnN’ (22)
1 e¢NR c¢R oS
- = = (== , 23
T U U (8U)VN (23)
Dessas duas equagoes de estado, podemos encontrar a terceira, /T, via integracao da relagao de
Gibbs-Duhem: )
7) =a(z) +va(z) 24
d( E) =ud(%) +vd (2 (24)
Substituindo as equagoes (22) e (23) na Eq. (24):
BY o (l R
d(T) _Ud< U ) +Ud<v)
= u(_—cf)du—kv(_—f)dv (25)
u v
d d
— —cR— - R
U v
Integrando a equagao (25):
B (B) R R )
T 7)o cRnu0 ano. (26)
Substituindo as equagoes (22), (23) e (26) na relagao de Euler para a entropia (Eq. (8)), encontramos
que:
UNeyrVy g Ny —(etD)
s=nsoeNmm () (7)) ] 27
oA G\, 7
onde u
so=(c+1)R— (T)o (28)
A equagao fundamental (27) pode ser escrita em forma molar:
1 P
ds = <T>du + <T)dv. (29)
Fazendo a mesma substitui¢do do problema anterior:
R R
ds = (E)du + (;)dv (30)
que, mediante integracao se torna:
s:so—chlni+th1i (31)
UuQ Vo
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4 O fluido de van der Waals

O modelo do gas ideal infelizmente apenas é véilido para gases sob baixas pressoes e altas tempera-
turas, condi¢Ges em que as interagoes intermoleculares e o efeito do volume molecular ndao afetam
as propriedades do gas com tanta intensidade. Em 1873, J. D. van der Waals sugeriu uma equagao
de estado que incluia uma correcao para o volume molecular e para interagoes intermoleculares:

RT a
v—>b w2’
onde a e b sdo constantes empiricas associadas. Observe que o termo que inclui a contribui para
diminuir a pressao, isto é, é um termo coesivo. a é relacionado as interagoes intermoleculares. b,
por sua vez, é uma constante que representa o reconhecimento que o volume molar do gas v deve
levar em consideragao um “volume morto” da dos componentes: o volume molar v é diminuido pelo
volume b ocupado pelas moléculas. Podemos reescrever a Eq. (32) como:

R a1
p_ = _°- (33)

T v—b 2T
Para encontrar a equacgao fundamental do sistema na representacao da entropia, entretanto, preci-
samos de mais uma equagao de estado, 1/7. Da mesma forma que fizemos na se¢do anterior, essas

duas equagoes nos permitiriam integrar a equagao (29) e encontrar s = s(u,v). Como s = s(u,v) é

uma funcao de estado:
0%s 0?s /1 o (p
Ovou  Oudv ov (T)u 8u<T)v’ (34)

0 (1 0/ R al a 0 /1

oo(7). = aloms 7). = a7, (3
De acord com as regras de derivacio, temos que —v2(9/dv) = 9/9(1/v) e a(0/0u) = 9/d(u/a),
logo:

0 (1 a 0 /1 50 (1 0 (1 0 1 0 1
%(fk - _ﬁ%(f)v — %(T% - “a(f)u " 3(1/v) (f% = 9u/a) (T)a
(36)
Do resultado final da Eq. (36), podemos perceber que (1/7") é uma funcao de u/a e de 1/v tal
que as derivadas sejam iguais. Sabemos que, para o gas ideal, 1/T = ¢R/u, mas o gas de van de
Waals nao pode se comportar assim devido a presenca de um volume morto finito e das interacoes
intermoleculares. De acordo com a dependéncia com relagdo a u/a e a 1/v a1/T deve ser dependente
de (1/v+wu/a), significando que devemos incorporar uma corre¢ao a u na equagao de van der Waals:

1 cR

p= (32)

entao:

1_ - 37
T u+(a/v) (37)
Substituindo a Eq. (37) em Eq. (33):
p_ R acR
T v—b w?+av (38)
Substituindo as Egs. (33) e (38) na Eq. (29) e integrando:
s=s0+ Rln[(v—"0)(u+a/v) (39)

Exercicio para casa: As rela¢oes fundamentais do gas ideal (Eq. (31)) e do gas de van der Waals
(Eq. (39)) cumprem o Postulado IV? Por qué?



