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1 A lei de distribuicao de Boltzmann descreve a distribuicao de
particulas em estados dependendo da sua energia.

Na dltima aula vimos que o principio da entropia méxima prediz uma distribuigcao exponencial que
identificamos como a lei da distribuicao de Boltzmann:

e—ai/kT
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onde k =1.3807 x 10723 JK~! ¢ a constante de Boltzmann e ¢; corresponde & energia de um mi-
croestado i. A soma no denominador da Eq. (1) é chamada de fun¢do de parti¢ao e pode ser
matematicamente interpretada como uma soma de pesos estatisticos (ndo é a toa que a exponencial
é conhecida como “peso de Boltzmann”). Observe, entretanto, que esses pesos tém um compor-
tamento bem previsivel: & medida que g; aumenta, a exponencial exp (—¢;/kT) diminui e, por
consequéncia P; diminui. Essa diminuicao da probabilidade é decorréncia da inacessibilidade de
estados de energia mais alta. A energia térmica, isto é, a energia disponivel devido & temperatura
do ambiente ou reservatoério térmico, também afeta as populagoes relativas dos niveis microscopicos
de um sistema. A medida que a temperatura aumenta, a probabilidade de ocupacao de niveis mais

energéticos aumenta (Fig. (1))
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Figura 1: Populagao relativa exp (—e;/kT) de niveis energéticos em trés temperaturas diferentes.
Note que quanto mais energético o nivel, menor tenderd a ser sua populacdo. A medida que
aumentamos a temperatura, entretanto, os niveis de energia mais elevados se tornam mais acessiveis
e se tornam mais ocupados.

A aplicabilidade da lei de distribuicao de Boltzmann é ubiqua. Um exemplo simples é a pressao
barométrica da atmosfera. A energia € de uma molécula de massa m no campo gravitacional da
Terra é:

e(z) = mygz, (2)



onde g é a aceleracao da gravidade e z é a distancia com relagdo & superficie do planeta. A energia
potencial gravitacional pode nao ser discreta, mas a lei de distribuicao de Boltzmann ainda é valida.
A populagao relativa de moléculas localizadas a uma distancia z da superficie é dada por:
- kT
N(Z) € mgz/ _ . —mgz/kT

P(z) = N(0) ~ e—maxO/KT — € (3)

Se usarmos a aproximagao do gas ideal, N = pV/RT', portanto:

p(Z) — e ™ z/kT
p(0) o @

Uma outra aplicacao interessante é encontrada na espectroscopia de ressonancia magnética nuclear
(RMN). Na auséncia de um campo magnético, os niveis de energia definidos pelo nimero quantico
my, a projecao do spin S no eixo z, sdo degenerados. A aplicacdo de um campo magnético faz que
essa degenerescéncia se quebre e os niveis de energia se repartem de acordo com o ntimero quantico
my, E = —hyM;B,, onde h = h/2m, h ¢ a constante de Planck, v ¢ a razao giromagnética e B, é a
intensidade do campo no eixo z. No caso de um niicleo de 'H, o spin nuclear é I = 1/2, o que gera
dois niveis myr, m; = £1/2, conforme mostra a Fig. (2) e a Eq. (5)
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Figura 2: Quebra da degenerescéncia dos niveis de energia definidos por m; com a aplicagao de um
campo magnético B,. A separac@o entre os niveis é funcdo da intensidade do campo magnético.

AE = hyB,. (5)

Com essa informagado, podemos calcular a diferenca de populagdo entre os dois estados. Consi-
derando um campo magnético de 1T e lembrando que i =1.054571817 x 10734 Js e que a razdo
giromagnética do 'H é v = 267.522 x 10%rads™' T~!, temos que AE =~ 2.82 x 10726 J. kT, quan-
tidade bastante identificada com a energia térmica, a 300 K é aproximadamente 6.41 x 10721 J e a

razao entre as populagoes dos dois niveis (my = —1/2 e my = +1/2) é dada por:
N_
T2 o=AE/KT o .999, (6)
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indicando que ha uma diferenca infima, porém existente, entre as populagoes dos dois niveis. Essa
diferenca de populacdo entre os spins —1/2 e +1/2 que cria a magnetizagdo necessaria para o
experimento de ressonancia magnética nuclear.



2 Qual informacao a funcao de particao nos fornece?

O denominador na lei de distribui¢do de Boltzmann é chamado de funcao de particao, normal-
mente denotada por:

t
Q=) e/, @)

onde t é o ntimero de estados e é uma soma de fatores que especificam como os diversos microestados
sao ocupados de acordo com a energia. () é o nimero de estados efetivamente acessiveis de um
sistema. Vamos considerar as Eqgs. (1) e (7):
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Intimeros sistemas de interesse fisico-quimico possuem niveis de energia degenerados. Nesses casos,
consideramos a densidade de estados, isto é, o nimero total de formas que um sistema pode ocorrer
com determinada energia. Isso é simbolizado por:

Q= Zﬂ(a)e—fl‘/”, (8)

onde 2 é a densidade de estados. A probabilidade que o sistema esteja num estado de energia ¢; é,

entao: T
Qg;)e ¢
P e )

A notagao €2 nao foi escolhida sem propésito: considere um modelo fisico de oligbmeros de 6 unidades
conectados em linha reta. A energia de cada oligomero é definida pelo nimero de contatos internos
(n¢) sendo feitos, sendo que cada um estabiliza o oligdbmero em —&¢ (veja Fig. (3)). A funcao de
particao desse sistema deve levar em consideragao todos os estados possiveis, logo:

Q — 4e—O/kT + 116—60/kT + 216_280/kT —

1
Q =4+ 11e /KT 4 21¢=20/FT (10)

As densidades de estados 4, 11 e 21 sdo as multiplicidades de estados associadas a cada nivel
energético, o que remonta a multiplicidade em sistemas com microestados igualmente acessiveis da
dltima aula. Isso revela uma relagdo entre a densidade de estados e a func¢do de particao:

Q= Qe fo R = / Qe PPAE, (11)

ou seja, € e () estao relacionadas por uma transformada de Laplace quando estamos lidando com
energias continuas.
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Figura 3: Niveis de energia de um oligbmero de 6 unidades. A energia do oligdbmero é determinada
pela quantidade de contatos: as conformagbes mais estaveis tém energia igual a zero; conférmeros
com um contato tém energia igual a €g; conférmeros sem contatos possuem energia 2eg. O primeiro
monomero da cadeia estd marcado com o ntmero 1.

3 Propriedades fisico-quimicas podem ser calculadas a partir da
funcao de particao.

Sabemos que a distribuicao de Boltzmann esta relacionada & probabilidade de ocupacao de diversos
microestados efetivamente acessiveis e que cada termo da funcao de particdo equivale a um peso
estatistico. Assim, podemos usé-la para calcular propriedades macroscopicas de um sistema. As
propriedades médias calculadas a partir do uso da distribuicao de Boltzmann sao, por
defini¢ao, iguais as propriedades medidas macroscopicamente, assim:
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Observe que o numerador tem uma propriedade interessante:
. d , dQ
Eje #Fi = __( —/3E1> _ % 1

A energia média é igual, entao:

1dQ  dInQ

Qdg~  dp
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Para transformar de § para T, basta lembrar que:

1 dg 1
=% = @~ e

Usando a regra da cadeia:

dinQ dlnQ dg

dr 43 41’
o que significa que:
dln@
U =kT? : 15
7 (15)

De forma similar, a entropia pode ser encontrada substituindo P; da Eq. (1) e a Eq. (15) no lado
esquerdo da Eq. (16):

S_
=

dInQ
aT

> PnP = S:kan—i—%:kan—i—kT (16)

Note que lado direito da Eq. (16) é diferente da férmula de Boltzmann para a entropia, S = k1ln Q.
Isso se deve ao fato que a férmula de Boltzmann é valida nos casos em que os microestados sao
todos igualmente acessiveis. A Eq. (16) é valida quando existem restrigdes na ocupagao da energia
expressas pelo peso de Boltzmann, e €.

4 Funcoes de particao de sistemas de particulas independentes dis-
tinguiveis e indistinguiveis.

Considere um sistema com niveis de energia F; composto de dois componentes distintos e indepen-
dentes, com seus proprios niveis de energia Ef e EZB. Assim, F; = E;A + E? e é possivel definir uma
funcdo de particao para cada subsistema:

qa :Ze—ﬂsf e qp= Ze_ﬁaiB.
i i

Como a fung¢ao de particao total, ), é a soma de todos os pesos de Boltzmann, temos que:
— . _B~A _ 3B
i i g

Podemos generalizar afirmando que, se um sistema for composto por N subsistemas independen-
tes e distinguiveis, sua funcao de particao sera igual ao produto das funcoes de particdo de cada
subsistema:

N
Q=aq ¢...qv =[] a (17)
i
Se todos os subsistemas tiverem a mesma fungédo de parti¢ao ¢, entao:
Q=q". (18)

Alguns sistemas, entretanto, possuem subsistemas indistinguiveis. Por exemplo, um gas ideal é
composto de diversas moléculas ou 4tomos que nao podem ser diferenciados. Por exemplo, se uma



particula ocupa o nivel de energia N e outra ocupa o nivel 5N —7, vocé nao seria capaz de distinguir
esse cendrio do reverso e, para evitar a contagem multipla, a funcdo de particao é dada por:

qN

Q=" (19)



