O spin
Introducao & Quimica Moderna
Prof. Guilherme Duarte, Ph. D.

1 Spin eletrénico

Apesar de muito bem sucedida para explicar o comportamento do atomo de hidrogénio, a equacao
de Schrédinger nao explicava tudo. Um dos fendmenos que chamou a atencao do meio cientifico
a esse detalhe foram os padroes observados em linhas espectrais de dtomos multieletronicos. O
sodio, por exemplo, reconhecidamente produz duas linhas espectrais na sua raia D (589.59 and
588.99nm) originadas da transicio da configuracio [Ne]|3p! para o estado fundamental [Ne]3s!,
mas os métodos derivados da equagao de Schrodinger apenas prevéem uma tnica por volta de
590 nm. O mistério da estrutura fina do espectro atéomico foi resolvido quando postulou-se que o
elétron tem um momentum angular intrinseco, o spin. Ao contrario de todas as outras quantidades
vistas em mecénica quéntica até entdo, o spin nao possuia um equivalente classico e apenas surgiu
naturalmente das derivagoes com o trabalho de mecénica quéantica relativistica de Paul Dirac.

Como um momentum angular implicito, o spin possui operadores (§2, S’x, S’y, SZ) analogos aos ope-
radores de momentum angular orbital (L2, L, Ly, L) que obedecem a relagoes de comutagao idén-
ticas:

[Se,8,] = ihS.,  [Sy,S8.] =ihS., [S., S| = ihS, (1)
[$%,5.] =0 (2)

Da mesma forma que lidamos com os operadores de momentum angular, nos concentraremos em
dois operadores de spin, 52 ¢ S,. Os autovalores de S2 sao:

s(s+1)h* s=0,-,1,

l\D\CJO

1
5 3)

enquanto os autovalores de .S, sdo:
mgh, mg=—s,—s+1,...,s—1,s. (4)

O ntmero quantico s é o spin e todos os elétrons tem s = 1 / 2. Proétons e néutrons também tem
esse valor de spin, enquanto f6tons tem s = 1 e pions tem s = 0. Por razoes além deste curso,
foétons nao obedecem a equagao 4, tendo somente mgs = +1 ou mg = —1. Cada um desses estados
correspondem a estados de polarizacao.

No caso do elétron, ha somente dois valores possiveis para mg, +1/2 e —1/2. As autofungoes de
spin correspondentes a esses dois valores sao tradicionalmente denotadas por:

S.la) = +5hla) o)

5.16) = —3h8) (©

Como S? comuta com S,, a e 8 também sdo autofuncdes de S?. Os termos "spin para cima'"(ou
"spin up") e "spin para baixo"(ou "spin down") se referem, respectivamente a estados em que



ms = +1/2 e mg = —1/2. E a existéncia desses dois estados que geram as duas linhas no espectro
do soédio.

Uma fungao de onda contendo o spin eletronico normalmente é representada por:

v(x,y,z,ms) = (z,y,2)a or Y(x,y,z,ms) =U(x,y,2)5 (7)

As condigoes de ortonormalidade continuam validas tanto para a componente espacial quanto para
a componente de spin:

+1/2
> laP=1 (8)
ms=—1/2
+1/2
> osP=1 (9)
ms=—1/2
+1/2 +1/2
Z a* - f= Z g*a= (10)
ms=—1/2 ms=—1/2

2 Niucleos tém momentum angular implicito de spin.

A maioria dos nucleos atomicos possuem spin, assim como elétrons. Como protons e néutrons pos-
suem spin igual a 1/2, nucleos podem ter valores de spin multiplos desse valor. Convencionalmente
denotamos o momentum angular intrinseco de spin por I e seu valor absoluto de I. Assim, o 'H
possui I = 1/2 e os operadores de spin se comportam da mesma forma que os de momentum angular
orbital o fazem:

3 1,1
2la) = 5(5 + 1)h2\a>
1,1
218y = (5 +1)r?8)
) 2§2 )| 1)
Z!a>:+§h|a)
L16) = ~5hI8),

onde |a) e |B) representam os estados de spin na notagao de Dirac e os autovalores estao expressos
em unidades atomicas (A = h? = 1). Uma niicleo de deutério, 2H, sob essa 6ptica, possui dois niveis
de energia relativos ao spin nuclear por possuir duas particulas com momentum angular intrinseco
de spin, conforme pode ser visto na Fig. 1. Os dois estados sdo separados por uma energia de
aproximadamente 10" kJmol™'. Em geral ¢ mais facil tratar o spin nuclear como uma propriedade
empirica de cada niicleo, mas é possivel determinar os spins por meio de modelos de estrutura nuclear
que estao fora do escopo deste curso. Podemos dizer com alguma certeza, entretanto, que nucleos
com nimero de massa — i.e., nimero de prétons + ntmero de néutrons — pares tém spin inteiro,
enquanto is6topos com nimero de massa impar possuem spin meio-inteiro (logp =1 e Lig = 1/2).

Espécies de spin nao-nulo apresentam um dipolo magnético p relacionado ao momentum angular
de spin I:
w=gBI (12)
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Figura 1: Niveis energéticos associados a diferentes estados de spin do nticleo de deutério (*H).

onde g é o fator g e  é o magneton de Bohr (para elétrons) ou nuclear (para nucleos). O produto
gB é comumente escrito como 7 e chamado de razao giromagnética, sendo usualmente considerada
uma quantidade caracteristica de cada espécie.

Tabela 1: Razoes giromagnéticas de diversas espécies com spin diferente de zero.

v (108 -rad - s~ T71)
e ~1.761x10°
H 267.522
’H 41.065
e 67.283
15N -27.116

Nicleos de spin zero sao relativamente incomuns e nao sao ativos no RMN, mas compostos organicos
frequentemente possuem alguns desses isétopos (12C, 160, 325, para citar trés). Nicleos de spin
1/2 sdo importantes por serem bastante comuns em compostos organicos e biologicos (*H, 3! P) ou
serem is6topos minoritarios porém importantes (13C, ¥ N). Nicleos de spin I > 1/2 sdo chamados
quadrupolares e sao cada vez mais estudados no contexto de RMN de estado sélido. Os efeitos de

ambientes quimicos sobre o spin eletronico sao estudados na espectroscopia eletronica paramagnética
(EPR).

3 Particulas com S =1/2 em um campo magnético

Todas as substancias tém a capacidade de interagir com campos magnéticos (B), o que normalmente

é expresso em termos do momento magnético u. A energia da interacao é dada por:
Epneg=—pn-B (13)

Conforme vimos na Eq. 7?7, o spin e o momento magnético sdo proporcionais entre si, sendo que
a razao magnetogirica é a constante de proporcionalidade. A equagao de Schrédinger para o spin



niiclear é, entao:
Hl|p) = =1 - Bly). (14)

Para simplificar o problema e aproxima-lo das condi¢oes experimentais, considere o campo magnético
sendo uniforme e ambos vetores orientados ao longo do eixo z. A equagao 14 é simplificada para:

H|) = ~yI.B:|) (15)
de onde descobrimos que a energia serd igual a:
E=—ym;B, (16)

onde mj é a projecao de I no eixo z e h = 1. No caso do proton, my = +1/2,—1/2, evidenciando
quebra da degenerescéncia dos niveis de energia dos spins paralelos ou antiparalelos ao campo
magnético proporcionalmente & sua magnitude:

AFE = _7(_1/2 - 1/2)Bz =B, (17)

Sem demonstracao, a tnica regra de selecao que deve ser observada em ressonancia magnética
nuclear é:

Amy = +1. (18)

A razado magnetogirica (y) é uma quantidade importante em RMN por que o seu valor nao so esta
associado ao espacamento entre os niveis de energia apés a aplicagdo de um campo magnético —
quanto maior v, maior a AE — mas também a como os spins responderdo ao experimento. Um
nicleo com v > 0 tem o seu momento magnético paralelo ao momentum angular de spin, como
podemos conferir na Eq. ??7. Um ntcleo com v < 0, por sua vez, tem o momento magnético
antiparalelo ao momentum angular de spin.

Ao se ligar um campo magnético uniforme, o momentum angular total do nucleo — que, de forma
analoga ao caso eletronico, possui uma componente de spin e outra de momentum angular — sofre a
acao de um torque e comega a girar ao redor do eixo do campo magnético. Chamamos esse fendémeno
de precessao de Larmor e a frequéncia angular (wy,) dessa precessao ¢ dada por:

wr, = _7B7 (19)

onde B ¢é a intensidade do campo magnético uniforme. O sinal da frequéncia de Larmor dita o
sentido da precessao ao redor do campo aplicado. A maioria dos nucleos tem v > 0 e, por isso,
a frequéncia é negativa e a precessao ocorre no sentido do reldégio em vista por cima. Nos poucos
casos em que v < 0, a frequéncia é positiva e a precessao ocorre no sentido contrario ao do relogio.

4 A magnetizacao é fruto de uma pequena diferenca nas populacoes
dos estados formados com a aplicacao do campo magnético.

Considere os nticleos de ' H em uma amostra de d4gua. Na auséncia de um campo magnético externo,
o momento magnético total da amostra é zero porque hé spins apontando para todas as dire¢ées do
espago. Ao se ligar um campo magnético, os protons comecam a executar a precessao de Larmor que,
por si s6, nao modifica 0 momento magnético total da amostra. Comportamento magnético surge



no sistema com o equilibrio térmico: a quebra na degenerescéncia cria dois estados com energias
Fy = —uB e E1 = uB e os spins, que antes estavam distribuidos igualmente em ambos estados,
com a presenca do campo, precisam se distribuir de acordo com o peso de Boltzmann devido:

E;
peso de Boltzmann = e*sT (20)

onde F; é a energia do nivel quantico, kg é a constante de Boltzmann e 7' é a temperatura absoluta.
Em um campo de 1T a 300K, a diferenca de energia entre os dois niveis gerados pelo campo
¢ de aproximadamente 1.76 x 10~7eV e a energia térmica (kgT) é aproximadamente 0.04eV. A
comparacao entre o AF e kT sugere que o comportamento magnético, descrito pela magnetizacao
longitudinal, serd gerada por um excesso de préotons no estado energético extremamente pequeno no
estado de menor energia. Tomando a razao dos pesos de Boltzmann dados pela Eq. 20, notamos
que a populacao do estado menos estavel é aproximadamente 99.999 56 % da populacao do estado
mais estavel.

Quando o campo é ligado, a magnetizacao longitudinal nao surge automaticamente, mas gradu-
almente cresce até se estabilizar em determinado valor. A forma aceita para o crescimento da
magnetizacao é:

Me(t) = Mg(1— ¢ ™) (21)

onde M, é a magnetizagao no equilibrio, ¢ € o tempo apoés ligar o campo magnético e T} é chamada
de constante de relaxagao longitudinal (ou "spin-lattice relaxation constant"). Ao se desligar o
campo, os spins "relaxam"e a magnetizacao decai de acordo com a expressao:

M, (t) = Mege ™ (22)

O processo de retornar ao equilibrio e restaurar a magnetizacao é chamada de relaxacdo longitudinal
e 17 esta relacionado ao processo de transferéncia de energia dos niicleos excitados para os demais
nicleos ao seu redor.

Uma segunda forma de relaxagdo — chamada de relazacdo transversal ou relaxacao spin-spin —
ocorre apos a aplicagao de pulsos de radiofrequéncia ("pulsos RF") que desloca a magnetizacao do
eixo do experimento (eixo z) para outra dire¢ao, normalmente eixos x ou y. A magnetizagao nesse
estado é chamada de magnetizacdo transversal. Apos o desligamento desse pulso, a magnetizacao
nao sb tenderé a voltar ao equilibrio — relaxagao longitudinal — mas também a entrar em precessao
ao redor do eixo principal, formando duas componentes de magnetizacao transversal, M, e M,:

t
My(t) = —Megcos (wrt)e T2
S (23)
My (t) = Megsin (wrt)e T2

A magnetizacao transversal decai lentamente porque é impossivel manter sincronia entre os spins em
precessao. Como hé flutuagoes de toda origem, as precessoes gradualmente ficam fora de fase entre si
("lose coherence™). Ty é chamada de constante de relaxagao transversal. Conforme veremos na segao
a seguir, o sinal de RMN é a corrente oscilante induzida pela magnetizagao transversal em precessao,
chamado popularmente de FID ("free-induction decay"). O espectrometro de RMN basicamente é
um aparelho capaz de magnetizar spins nucleares com o auxilio de um campo magnético forte, gerar
uma polarizacao de spin girante capaz de gerar magnetizagao transversal em precessao e detectar
pequenas oscilacoes de correntes induzidas pela magnetizacao transversal.



5 Férmions e funcoes de onda eletronica

Devido ao principio da incerteza, nao conseguimos saber a trajetéria exata de um objeto micros-
copico. Assim, se temos um sistema de diversas particulas idénticas interagindo entre si, nao
conseguimos distingui-las. A indistinguibilidade das particulas microscopicas tém consequéncias
importantes na construcao de sua funcdo de onda. Um sistema de particulas de spin inteiro, os
boésons, requerem fungoes de onda simétricas mediante a permutacao de duas particulas, isto é:

Y(q1,q2) = (g2, q1),

onde g; representa todas as coordenadas espaciais e a de spin da particula ¢, (z;, y;, 2;, ms). Sistemas
formados por particulas de spin meio-inteiro, isto é, I = (2n 4+ 1)/2, n = 0,1,..., os férmions,
requerem funcgoes de onda antissimétricas mediante a permutacao de duas particulas, isto é:

V(q1,q2) = —¥(q2, q1)-

Sao bosons, por exemplo, fétons, particulas «, nicleos com ntimero de massa par (120, 208py, etc) e
quase-particulas como fénons e plasmons. Sao férmions, por sua vez, os elétrons, protons, néutrons,
quarks etc. Como elétrons sao férmions, as funcgoes de onda eletrénicas atéomicas e moleculares
devem ser antissimétricas com relacao a permutacao de dois elétrons:

w(qlv q2,43; - - -, qn) = _¢(qQ> q1,493; - - - 7qn) (24)

Fazendo ¢ = ¢2 na equagao 24, encontramos um resultado bastante importante:

w(QMqlaq& e 7qn) = —77/1((]1,%,(]3, . 7Qn) —
2¢(q17q1>Q37 . >QTL) =0 =

¢(QlaQI7q3’7Qn) =0. (25)

A equagdo 25 tem um significado importante em quimica. Dois elétrons ndo podem ocupar o mesmo
lugar no espago caso tenham os mesmos quatro nimeros quanticos. Sabemos da aula sobre o a&tomo
de hidrogénio que um orbital atémico é definido por trés nimero quanticos — n, £, m — que definem
o estado |n,f,m). A equacao 25 diz que dois elétrons podem ter os mesmos nimeros quanticos n,
f e m se, e somente se, tiverem o nimero quantico de spin, mg diferente. Assim, como o elétron
tem mg = +1/2 ou —1/2, cada elétron pode ocupar um spin orbital, |n, ¢, m,ms), de onde surge
a regra que “um orbital atdomico comporta até dois elétrons de spin opostos.” Isso é melhor descrito
pelo Principio de Exclusao de Pauli: dois elétrons nao podem ocupar o mesmo spin-orbital. Por
conta disso, fungoes de onda eletronicas sao descritas como determinantes de Slater. Considere
o atomo de hélio em seu estado fundamental, com dois elétrons no orbital s. Em um primeiro
momento, sua funcdo de onda atémica poderia ser descrita de quatro formas:

¢(17 2) =

onde 1s representa a funcdo de onda de um orbital 1s. As duas primeiras fungdes sao simétricas
mediante a troca dos dois elétrons:



as duas funcgoes seguintes violam o principio de indistinguibilidade pois sabemos distinguir cada
elétron por seu numero quéintico de spin. Uma funcao de onda eletrénica apropriada deve ser
antissimétrica com relacdo a permutacao de dois elétrons. O unico candidato vidvel, entao, é:

P(1,2) = 1s(1)1s(2) - ﬁ[@(l)ﬁ@) — B(1)a(2)]- (26)

A equagao 26 é o determinante de Slater que representa a funcdo de onda do estado fundamental

do atomo de hélio: 1 [1s(1)a(1) 1s(1)B(1)
1/)(1»2) = ﬁ 18(2)06(1) 18(2)6(2) ’ (27)

que pode ser generalizado, no caso de uma espécie quimica de N elétrons para:

x1(1)  xa(1) xn(1)
2 2) ... 2

w(l,...,N):\/% Xlz() Xz:() XN:() . (28)
x1(N) x2(N) ... xn(N)

Observe que, de acordo com as propriedades dos determinantes, se duas linhas ou duas colunas
forem iguais, o determinante sera igual a zero. Se permutarmos quaisquer duas linhas, o sinal do
determinante troca de sinal, o que obedece o Principio da Exclusao de Pauli e a antissimetria da
func¢ao de onda eletronica.
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