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1 Revisao de mecanica quantica dependente do tempo

Sabemos que a dindmica de um sistema quéntico é descrito pela equagao de Schrédinger dependente
do tempo:
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HY(r,t) = ih—¥(r,t) (1)
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onde H é o operador Hamiltioniano, ¥ é a funcao de onda representando o estado quéantico, r sao
as coordenadas espaciais e t, o tempo. Como a espectroscopia estuda a interagao entre a radiagao
e a matéria, ela intrinsicamente estuda a evolugao temporal de estados quanticos.

Em geral, quando se assume que o operador Hamiltoniano é independente do tempo, a equagao 1 é
separavel e encontramos a equagao de Schrédinger independente do tempo e a equagao diferencial
que define a dependéncia do tempo:
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f(r) = By(r) )
d i
So(t) = — 1 Bo(t) 3)

onde ¥(r,t) = ¢(r)o(t) e E é a energia do estado. A parte temporal da equagao de Schrodinger
(equagao 3) ¢é resolvida por integragao direta e resulta em:
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¢(t) =e (4)

A constante de normalizagao pode ser obtida na solugao da equagao 2. O estado quéntico pode ser
descrito como:

W(r,t) =e T t-ah(r) (5)

1.1 A densidade de probabilidade se move caso o sistema seja definido em
termos de dois estados.

Assim como no caso estacionario, definimos a densidade de probabilidade como ¥*(r,¢)¥(r,t), onde
U* é o complexo conjugado da fungao de onda dependente do tempo. Quando o estado quantico e
preparado e somente tem um autovalor, a densidade de probabilidade é completamente independente
do tempo:

U (r, ) (r, 1) = e 7 te't g (r)ih(r) = |o(r) (6)

Quando preparamos um sistema com dois ou mais estados com energias diferentes (equagao 7) e
estudamos sua evolugao no tempo, entretanto, observamos que a probabilidade de densidade tem
dependéncia do tempo:

U(r,t) = 1 Vq(r,t) + coaWs(r,t) = cle_iETltzpl(r) + cze_iEthwg(r) (7)



(e, )W (1) = ler Pl P+ ol + ez T i et T iy (3)
Observe que, apesar da independéncia do tempo dos dois primeiros termos, os dois tltimos termos
apresentam dependéncia do tempo, indicando que a densidade de probabilidade se move. Se inte-
grarmos ¥*(r, t)U(r, t) sobre r obteremos uma integral de normalizagao pois os termos dependentes
do tempo conteriam integrais do tipo:

[vivar=s,

que sao sujeitas as condigoes de ortonormalidade.

2 Espectroscopia demanda o estudo de como estados quanticos evo-
luem temporalmente.

Na maioria das vezes, entretanto, estamos testando o sistema que preparamos com algum tipo de
perturbacao, como radiacao eletromagnética incidente. Nesses casos, o operador Hamiltoniano é
melhor descrito por:

H=H9 4+ H ) (9)
onde toda a parte dependente dependente do tempo é incluida em H'(t). Nesses casos, o tratamento
da segao 1 nao é suficiente e precisamos de métodos mais sofisticados porque os auto-estados podem
variar com o tempo.

Para discutir as transi¢coes entre estados mais a fundo, precisamos usar a equacao 1. Dada a
dificuldade do problema normalmente se trata a radiacao eletromagnética como uma perturbagao.
Seja H( o operador Hamiltoniano independente do tempo. Seu conjunto de auto-fun¢oes é definido
pela equacao 2:
0 0

HOR) = B |k) (10)
onde |k) e E,(co) sao os estados e as energias nao-perturbadas do estado estacionario. Usando a
equagao 9 para descrever o Hamiltoniano dependente do tempo, temos que:

0
ih|) = (H® + H'(1) |¥) (11)
cuja solugao |¥) pode ser expandida em termos das solugoes estaciondrias |k):

) =3 ex(t)e BN k) (12)
k

Substituindo 12 em 11, usando a regra da cadeia, rearranjando o resultado e multiplicando & es-

querda por (@,?) |:

ihy % exp (—i Bt /n)(mlk) = e exp (—iBt/h) (m|H'|K) (13)
k k

Usando a ortonormalidade das fungoes nao-perturbadas e multiplicando o resultado por exp (iE,(,?)t /h)
temos que:
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bm = —7 > cpemh (m|H'|k)

h 4 (14)
m=1,2,3,...



onde ¢, ¢ a derivada de ¢, com rela¢ao ao tempo, wy,x = (E,(,g) - E,go))/h.

Suponha que a perturbacao é aplicada em ¢t = 0 em um sistema no n-ésimo estado estacionério.
Nesse tempo, |¥) = |n), o que, de acordo com a equagao 12 implica em:

cn(0) =1
ck(0) =0, k#n
Se H' for pequeno e agir entre t = 0 e t = t1, ¢, serd pequeno e podemos aproximar 14 para:
e = = | H[n) (16)
Podemos encontar ¢,; em um tempo t; por meio de integracdo definida de t = 0 até t = ty:
em(ty) = em(0) % (m|H(t)|n)emntdt (17)
onde
cm(0) = dpmn (18)

para o t > t1, H'(t) = 0 e ¢, = 0. A fungao de estado apos t1 entdao corresponde a 12 com ¢,
constantes: _
) = " em(tr)e  En M m) > (19)

m

Note que a fungao de estado 19 é uma superposicao de diversos autofungoes |m) de H ©) onde os
coeficientes de expansao sao ¢, (tl)e_iEwt/ " A probabilidade de uma medida encontrar o resultado
EY ¢ igual a |cm(751)e_iES”%/ﬂ2 = |em(t1)]?. No caso de 17, supondo que o sistema originalmente
nao esteja em m (4, = 0), a probabilidade de estar no estado m é igual a:

1 t1 . 2
en(t) = 45| [l @) o)t (20)
0

2.1 Tratamos a interacao da radiagao com a matéria como uma perturbacao.

Sabe-se do eletromagnetismo que as magnitudes dos campos elétrico e magnético da radiacao sao
iguais mas que o efeito de campos magnéticos sobre elétrons é negligenciavel. Consideraremos, entao
somente a interacdo com o campo elétrico. A energia de interacdo de um sistema de particulas
carregadas (¢;) com um campo elétrico (€) é dada por:

H'(t) = - Z GE(t) - ri (21)

Simplificando o problema para uma onda eletromagnética que se propaga na dire¢ao z (Figura 1),
uma perturbacao oscilante essa expressao pode ser escrita como:

271’21')

H'(t) = -&° Z qiT; COS (271'1/25 - (22)



Figura 1: Onda eletromagnética plano-polarizada se propagando na diregao z.

onde £° ¢ a amplitude maxima do campo elétrico, v é a frequéncia da radiacdo, A é o comprimento
de onda da radiacdo. Frequéncia e comprimento de onda se relacionam por Av = 2.9979x10% m-s~.
Como A é normalmente muito maior que o comprimento de um atomo ou uma molécula, podemos
negligenciar a variagao espacial do campo elétrico (z;/A ~ 0), logo:

H'(t) = &% cos wt Z qiT; (23)

onde w = 27v. Chamamos o somatorio em 23 de operador momento de dipolo elétrico (ou simples-
mente momento de dipolo, p) na dire¢ao x:

Ha = Z q4iTi
i

Na sua forma tridimensional:

p=> qri (24)
i
Usando a identidade cos = %(eie + e ) temos o Hamiltoniano da perturbacao igual a:

1 . )
H'(t) = — ngoi(em + e~ (25)

2.2 O efeito da radiagao sobre dtomos e moléculas pode ser tratada usando a
teoria da perturbacao

Substituindo a equagao 25 em 17 e integrando de t = 0 até t = t1, temos que:

'50 ei(wmn—l-w)tl -1 ei(wmn—w)tl . 1:|

em(ty) = = (mlpz|n)

26
2h Winn + w Winn — W (26)

A probabilidade da transicdo n — m é igual a |¢,,|? e sua magnitude sera apreciavel quando wy, ~ w
oU Wiy = —W.



No caso wy,, = w, temos que o denominador no segundo termo em Eq. 26 se aproxima de zero, mas
a razao nao se torna infinita pois:

it1a
lim : = itl (27)

a—0 a
Note que wy,,, = w significa que E,(S) - E7(10) = hv, isto é, a espécie quimica é exposta a um
foton de energia hv e transiciona de um estado n para um m: ocorre absor¢do de luz. No caso
Wmn = —w, de forma similar o denominador do primeiro termo de Eq. 26 se torna zero, mas a razao
é finita. Nesse caso wy,, = —w significa que Eﬁr?) — Eéo) = —hv e ocorre emissao estimulada. A

frequéncia da luz incidente é sempre considerada positiva, entdao a primeira ou a segunda condigao
somente podem ser obedecidas se o estado final tiver energia maior (absor¢ao estimulada) ou menor
(emissio estimulada) que o estado inicial. A probabilidade |¢,, (t)|? somente sera aprecidvel nessas
condigoes. O processo de emissdo espontdnea infelizmente exige um formalismo mais sofisticado
(teoria quantica de campos) para ser explicado porque no tratamento semi-classico dado aqui,
apenas os niveis energéticos sao quantizados.

A relagdo que podemos fazer com o contetdo exposto aqui se da por meio dos coeficientes de
Einstein: 5
8 9

= 28
(4meg)3h? (4meg)3h? [Hann| (28)
onde fyn € 0 momento de dipolo elétrico de transi¢ao. Como os coeficientes de Einstein estao todos
relacionados, é possivel tirar conclusdes sobre a emissao espontanea indiretamente a partir dessa
analise.

2 873
an = ‘

[(mluin)

3 A teoria da perturbacao dependente do tempo da origem as re-
gras de selecao de transicoes espectroscopicas.

Uma quantidade extremamente importante em espectroscopia e recorrente na segdo anterior é o
momento de dipolo de transicao n — m:

Pmn = (m|p|n) (29)

onde p é o operador de momento de dipolo elétrico (equagao 24). As regras de selegdo mais comuns
em espectroscopia molecular derivam do momento de dipolo elétrico de transicdo. E possivel derivar
regras de selecdo usando o momento de dipolo magnético de transicdo, mas eles sdo entre 1074 e
10~® dos momentos de dipolo elétrico de transicdo e podem ser negligenciados, com excecio na
Ressonancia Magnética Nuclear. Se o momento de dipolo de transigao for zero, a transicao
de estados é proibida.

3.1 Particula na caixa

Considere uma particula em uma caixa de comprimento L. A fungdo de onda da particula de onda

é dada por:
%@=@W:J}mﬁf) (30)



O momento de dipolo de transicao é dado por:

2q L mnxT nmT
= — xsin | —— ) sin | — |dz 31
Homn =7 /0 ( L ) < L ) (31)
Essa integral é igual a zero para m —n par e diferente de zero para m —n impar. A regra de selegao
para transi¢coes no modelo da particula na caixa é An =2k + 1, onde £k =0,1,2,..., i.e, a variacio

no nimero quantico n deve sempre ser um nimero fmpar.

3.2 Rotor rigido

As funcées de onda do rotor rigido sdo os harmoénicos esféricos, os quais sdo definidos por dois
nimeros quanticos, J e M:

Yiar(0,0) = (6, 6|0, M) = Ny p PM (cos 6)ei™? (32)

. S M , o .
onde Ny ¢ uma constante de normalizacao e P(‘] |(cos ) é o polinémio associado de Legendre.
Assumindo que a radiacao esté sendo aplicada ao longo de z, o momento de dipolo de transicao é

2w . , 1 /
MM |M|J\JJ’M]\7J,J\4,/0 quel(M—M)‘P/ldx x}{‘/,” '(x)P}M|(x) (33)

lembrando que z em coordenadas polares esféricas é cosf e onde a transformacao de variaveis
x = cos # foi feita.

A primeira integral é zero a menos que M — M’ = 0. A segunda integral pode ser avaliada usando
a seguinte identidade dos polinémios de Legendre:

27 + DaPM (@) = (- M|+ )P (@) + (] - [M)PM ()

Usando as relacoes de ortogonalidade dos polindmios de Legendre, encontramos que a integral é
zero a menos que J' = J & 1. O momento de dipolo de transicao é diferente de zero e as transicoes
permitidas se AM =0e AJ = +£1.

3.3 Oscilador harmoénico

O momento de dipolo de transicao do oscilador harménico é dado por:

fow = (V' pv) (34)
Considerando o oscilador harmoénico unidimensional:

pow = q(V[z|v) (35)

Introduzindo os operadores ladeira:

2h A e (36)
it =[5 (5 - i)
- 2h mwo



@ ¢ chamado operador de aniquilacéo e af, operador de criacdo. Eles tém esse nome porque elevam
e rebaixam os niveis quanticos em que operam. No oscilador harmoénico

alv) = v/nlv — 1)
a'lv) = v+ 1jv +1)
Por exemplo, se utilizado em um estado vacuo |0), o operador criagdo gera um ket normalizado

|1). Os operadores posi¢do e momentum podem ser escritos em termos dos operadores de criagao e
aniquilacao:

(37)

(38)

Usando  de 38 em 35:

Moy = 4 <fl}l‘(aT + CL)”U) =

2muwyg

((W'lallv) + (v']alv)) =

Moy’ = g 2mwo

(Vo L{v'|v + 1) + Volu'jo — 1)) (39)

Moy = q Mo

Pela condig¢ao de ortogonalidade dos estados que formam a base do espago vetorial do oscilador
harménico, as tnicas solugdes permitidas seriam aquelas em que (v'[v +1) =1 e o {V'|[v — 1) = 1.
O momento de dipolo de transicao é diferente de zero e as transi¢oes permitidas se Av = +1.
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