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1 Reducao de um problema de duas particulas para dois problemas
de uma particula

O rotor rigido contém duas particulas separadas por uma distancia fixa e rigida e seu movimento
pode ser separado em uma componente interna referente a rotacao das particulas com relagdo aos
eixos de rotacao do sistema e outra componente referente ao movimento do rotor rigido como
um todo. Esse problema é mais facilmente descrito como uma fungdo de coordenadas relativas
T =x9— 1, Y =7Y2— Y1, 2 = 22 — 21, onde as (z;,y;, z;) define uma posi¢ao r; (Figura 1) e:
r=1ry—71]. (1)
Considere, agora, o centro de massa do sistema:
Rcm:(X,Y,Z), <2)
onde
mi1T1 + me + T2
my + ma
miyi + ma + Y2
mi1 4 ma
miz1 +mg + 22
mp 4+ ma
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Essa definigao do centro de massa é equivalente a:
mi7T1 + mary
R, = ———. (4)

mi + meo

Podemos usar as equagoes 1 e 4 para determinar r1 e 7ro:

T = Rcm - &7’
m1 + mo (5)
m1
’r2 = Rcm + -
my + ma
e reescrever a energia cinética do sistema:
1 1
T = Zm|r1|> + =ma|rs|?
5 1lr|* + 9 2|72
1 . my . : ma . 1 . my. : mp .
T=-m|R —71"} . [R —71“} + -m [R —1—77“} . [R —1—71*}
2 1 cm mi+ me cm mi+ me 9 2 cm mi + me cm my + ma

onde % = du/dt e |u|?> = r - r. Usando a propriedade distributiva temos:

1 . 1/ mime .
T==: R |? f(i) 2,
2(m1+m2)’ cm’ + 2\mq + mo ‘T‘

Definindo M = mj 4+ mg como a massa total do e u = mims/(m1 +mg) como a massa reduzida do
sistema, conseguimos dividir o problema no movimento do sistema como um todo — o movimento
do centro de massa — e 0 movimento interno:

1 . 1 .
T= §M|Rcm|2 + §N|r|2' (6)



2 A fisica do rotor rigido

Rotagoes em moléculas diatomicas podem ser descritas pelo rotor rigido (figura 1). Classicamente,
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Figura 1: Rotor rigido

a energia do rotor rigido é dada pela soma as energias cinéticas dos objetos de massa mj e mo.
Como o movimento é circular ao redor do centro de massa, a velocidade pode ser descrita como
v; = wry, onde w é a frequéncia angular da rotagdo. Assim, a energia cinética do rotor rigido é igual
a:

1
T = i(mﬂ'f + mord)w?. (7)

Chamamos a quantidade I = m17? + mor3 de momento de inércia que, apés a transformacio do
problema do rotor rigido no do movimento de uma particula na superficie de uma esfera, temos que
é igual a:

I = pr?, (8)

onde p = mymy/(my + mg) é a massa reduzida do sistema. A energia cinética do rotor rigido é,

entao: 1
T= 51&. (9)

Como se trata de um movimento de rotagao, podemos descrever a energia cinética em termos do
momentum angular, L = [w. Assim:
L2
2I°
Note a semelhanca com a energia cinética de um movimento linear, 7' = p?/2m. No caso quéntico,
na auséncia de potencial V', o Hamiltoniano do rotor rigido é igual a:

T (10)

2
. —h?_,

= (11)

O melhor sistema de coordenadas para lidar com o rotor rigido é o sistema de coordenadas pola-
res esféricas, pois o rotor rigido, como mencionado anteriormente, pode ser imaginado como uma
particula de massa p presa na superficie de uma esfera de raio r. Assim:
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Como r é constante, os termos relacionados & r nao causam mudancas na energia, logo podem ser
desprezados e:
-hr*r1 0% 1 o) 1 82}_—7#[82 ) 1 02

H=—"— |-+ Scotb—+— —— — = t0— + ————— 13
o 2o T T g asr) T or Lo T a0t anwease) (1)
Observe que o operador hamiltoniano pode ser escrito em termos de um operador de momentum

angular L2

N
H=r. (14)
onde definimos o operador L2 como:
2 2
i2= [;02+cot0§9+sjnlg€§¢2 . (15)
A equagao de Schrédinger resultante,
£2
SV (6.0) = BY(6,0), (16)

é uma equacao diferencial parcial com variaveis separaveis, Y (0, ¢) = ©(0)P(¢$), mas assim como
a solucao da equacao de Schrodinger do oscilador harmoénico, é um problema melhor deixado para
outro curso.

3 Autovalores e autofuncoes dos operadores de momentum angular

As autofungoes da equagao de Schrodinger (equagao 16) também sdo autofungdes do operador de
momentum angular. A solugado geral é:

Y8, ¢) = NJ' P! (cos )e™?, (17)
onde M e J sdao ntmeros quanticos que especificam o estado, tal que J = 0,1,2,... e M =
-J,=J+1,...,J—1,J. N}w é a constante de normalizacao e Piw(cos 0) sao as fungoes associadas

de Legendre. Os niveis de energia do rotor rigido sao:

h2
Ej=57J(J] +1) (18)

e, como E = L?/2I, o momentum angular também é quantizado:

L] = h/J(J + 1) (19)

O numero quantico M esta relacionado & componente z do momentum angular:

~ 0 .
L.Y}M(0,¢) = —m%wf P! (cos 0)e™? = MAY} (0, ¢), (20)
assim:
L. = Mh. (21)
Como cada J é associado a um conjunto de valores de M = —J,...,J, cada nivel de energia F;

tem degenerescéncia:
g;=2J + 1. (22)



4 Operadores de momentum angular

Vimos pela primeira vez na se¢ao anterior o operador de momentum angular ao quadrado (equagao
15). Na aula sobre particula no aro, também vimos que o momentum angular na diregao z é dado
por:

L, = —ih;(b.
Para determinar as demais componentes do momentum angular, temos que partir da definicao de
momentum angular:

L=rxp. (23)
Usando os operadores quanticos correspondentes:
x
r= |y
z
P (24)
gz
p = —ihV = —ih | 5
&
0z
temos que:
1 J k
L=| =z y z (25)

-3 0 - 0 -3 0
—lh% —Zh@ —’Lh&
onde 2, j e k sao os vetores unitarios nas dire¢des Oz, Oy e Oz, respectivamente. Resolvendo o
produto vetorial, encontramos as trés componentes do momentum angular:

Ly = —z‘ﬁ(yai . z(%) (26)
ﬁy = —ih(z% - x%) (27)
L= —in(os~ vy (28)
Curiosamente, as componentes de momentum angular ndo comutam entre si:
(L, L) = ik, (29)
[Ly, L.] = ihL, (30)
(L., L] =ihL, (31)
mas comutam com os operadores i/ € i/22
[L,Li] =0, i==mzuy,z (32)
(L2, L] =0, i=ux,y,z (33)

Essas relagoes de comutagao tem um significado importante: apesar de nao podermos medir simul-
taneamente as trés componentes do momentum angular, podemos escolher uma e medir junto ao
momentum angular total. Isso é bastante ttil na discussao do modelo vetorial do 4&tomo em aulas
futuras. Em geral tomamos o eixo z como referéncia e representamos o momentum angular como
um vetor de comprimento L = h+/J(J + 1) em precessao ao redor do eixo z, cuja componente pode
ser precisamente medida como M#h (Figura 2).
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Figura 2: A esquerda, o momentum angular e sua projecdo no eixo z e, a direita, as diferentes
orientacoes de L para J =1

5 O rotor rigido € um bom modelo para rotagoes de moléculas
diatdmicas

J& vimos para o caso do oscilador harmonico que a transigdo é permitida se o momento de dipolo
de transicao for nao-nulo. Assumindo que a radiacao esta sendo aplicada ao longo de z, 0 momento
de dipolo de transicao é:

2w . , 1 ’
MM |M|NJ’MNJ,,M,/O d¢el(M_M)¢/1dx 2P () PM () (34)

lembrando que z em coordenadas polares esféricas é cosf e onde a transformacao de variaveis
x = cos # foi feita.

A primeira integral ¢ zero a menos que M — M’ = 0. A segunda integral pode ser avaliada usando
a seguinte identidade das fungoes associadas de Legendre:

@27 + DaPM(z) = (7 — M|+ )P (@) + (7 - (M) PM (2)

Usando as relagoes de ortogonalidade dos polindmios de Legendre, encontramos que a integral é
zero a menos que J' = J & 1. O momento de dipolo de transicao é diferente de zero e as transicoes
permitidas se AM =0e AJ = +£1.

Assim:
—h? h?
Como AFE = hv, a frequéncia de vibracao é:
h
V—H(J—I—l) J=0,1,2,... (36)

Em espectroscopia rotacional, normalmente a frequéncia é expressa em termos de niimeros de onda,
isto é 7 = 1/, portanto:

p=2B(J+1) J=0,1,2,..., (37)
onde B é a constante rotacional em determinado niimero de onda:
~ h
B=—— 38
8m2cl (38)
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