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Introducao & Quimica Moderna
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1 O oscilador harmoénico é um bom modelo para vibracoes molecu-
lares.

Sabemos que a energia potencial de uma ligagdo quimica pode ser descrita por uma curva que tende
a zero quando a separacao entre os dois atomos é infinita e que tende a infinito quando essa mesma
distancia tende a zero. A estabilidade de uma ligagdo quimica é descrita por um pequeno pogo de
potencial ao redor de uma posi¢ao de equilibrio xg. Expandindo o potencial em uma série de Taylor
em xo, temos que:
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Sabemos que no ponto de minimo, a primeira derivada se anula, logo (dV/dz);—s,, ¢ determinando
que V(xg) = 0 por conveniéncia matemética, observamos que o potencial internuclear se torna:

Vier= (o (7
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Podemos simplificar a expressao substituindo as derivadas por parametros:

1 1
Vi(z) = §k($ —0)” + 67@ —x0)° + ... (3)
O primeiro termo do lado direito é bastante conhecido da mecénica de massas e molas: se chama
potencial harménico e descreve muito bem o poco de energia potencial ao redor da posicao de
equilibrio (Eq. 4).
1
V(z) = §k($ —x0)% (4)

Os termos de ordem > 2 sdao chamados anarmoénicos e sdo importantes quando estamos traba-
lhando com moléculas vibrando em posi¢oes longe do minimo.

1.1 O oscilador harmonico classico.

Podemos encontrar a trajetéria de um oscilador harmonico classico por meio do uso das leis de
Newton. Sabemos que F = —VV, logo:
d k

F=-VV = —%5(1' —20)% = —k(z — x0). (5)

Aplicando Eq. 5 na segunda lei de Newton, temos que, no caso de um oscilador de massa m:

d?z

o = —h(z — x0) (6)
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Figura 1: Potencial interatémico da molécula de Ho. Em magenta, temos uma curva descrevendo
a dissociacao da molécula quando a disténcia tende a infinito e, em azul, o potencial harmonico.

Essa é uma equagao diferencial ordinaria de segunda ordem cuja solugao é simples e tem a forma
geral:
x(t) = ¢y sinwt + ¢o cos wt, (7)

onde w é chamado de frequéncia angular e esté relacionada a constante k, também chamada de
constante de forca, pela seguinte expressao:

w=1/—. (8)

Podemos simplificar a Eq. 7 supondo que a velocidade inicial é zero e a massa esta deslocada uma
distancia A da posicao de equilibrio. Nessas condic¢des:

z(0) = g = A, 9)
dx
(dt )t:[) 0=cw (10)
Assim, simplificamos a solugao para:
z(t) = Acoswt, (11)

onde A é a amplitude da vibracdo. A energia potencial do oscilador harmoénico é méxima nas
extremidades da oscilagdo, i. e., quando z = +A. A energia cinética, por sua vez, € maxima quando
a energia potencial é minima. Note também que nao hé niveis quantizados; o valor méximo que a
energia de um oscilador harménico classico pode atingir é sempre:

E = 1k:A?, (12)
2

ou seja, ao se dar energia a um oscilador, ele ganha uma amplitude de movimento maior e nao ha
outras consequéncias.

Os nossos sistemas de interesse, as ligagdes quimicas, tém uma particularidade que necessita ser
levada em conta: elas contém pelo menos dois dtomos, e isso implica uma ligeira modificagdo nas

Eqgs. 6 e 8:

w=4/—. (13)



onde u, a massa reduzida, é definida em funcao das massas dos dois atomos da ligagao, m; e my:

p=—ramz (14)
mi + ma

O significado de k (e, consequentemente, w) ¢é relativamente simples. Quanto maior for a constante
de forga (k) maior serd a frequéncia angular (w) e mais ingreme é o pogo de energia potencial ao
redor da posigao de equilibrio (Fig. 2). Ou seja, considerando um conjunto de ligagoes quimicas
"classicas"de energias iguais, um k elevado implica em uma amplitude de movimento menor e uma
frequéncia de vibracdo mais alta. Um k mais baixo, por sua vez, implica em uma amplitude de
movimento maior e uma frequéncia de vibragao mais baixa.
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Figura 2: Uma série de ligacoes quimicas classicas genéricas. Note que quanto maior k, mais estreito
0 poco de energia potencial se torna.
1.2 O oscilador harmoénico quantico

A energia de um sistema quéantico estacionario é descrita pela equagdo de Schrédinger independente
do tempo:

h d?
g 2 ) V@) = Bu(a) (15)
Substituindo o potencial harménico na Eq. 15:
hod? 1
T ouda? (z) + ik’(fﬂ — 20)*¢(x) = By(x) (16)

A resolucao da equagao de Schrodinger do oscilador harmoénico unidimensional ndo é um problema
trivial e ndo seréd abordado nesta aula. Quando falamos de espectroscopia, estamos interessados
em como a energia do sistema varia mediante a aplicacao de um estimulo externo. Conforme foi
estudado no problema da particula na caixa, o confinamento da particula em um pogo de energia
potencial provoca a quantizagao dos niveis de energia. A ligacdo quimica — e por consequéncia o
oscilador harmoénico — é uma forma de confinar o sistema e restringir a sua energia a um conjunto de
niveis. Os niveis de energia do oscilador harmonico quéantico sdo expressos pela seguinte expressao:

By =5 +0) (17)



onde v € o nimero quantico vibracional, v =0,1,2,.... A Eq. 17 é interessante pois mostra algumas
observagoes interessantes. A primeira observagao é a existéncia de um ponto de energia zero (ZPE,
sigla em inglés para zero point energy), a menor energia que um sistema quantico pode ter:

Ey=—.
2
A existéncia de uma ZPE corrobora com o principio da incerteza de Heinsenberg: mesmo se fosse
possivel atingir temperatura absoluta zero, ainda h4 uma energia nao-nula associada aos movimentos
atdmicos e o problema da medi¢ao simultanea da posi¢ao e do momentum se mantém, A segunda
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Figura 3: Niveis energéticos do oscilador harmoénico quantico.

observacao é que o espacamento entre os niveis de energia do oscilador harmoénico quéntico sao
multiplos de Aiw (ou hv):
AFE = Avhw = Avhv.

A funcao de onda dos niveis de energia do oscilador harmonico quantico também carregam infor-
magao valiosa:

y(x) = NvHv(al/za:)e*mQ/Q, (18)
onde
_[knu
o = ﬁ,
N,, a constante de normalizacao, é dada por:
1 o\ 1/4
N = (2v0!)1/2 (%)

e Hy(a'/?z) é um polinémio de Hermite, uma funcao especial da Fisica Matematica. Observe que
o ultimo termo da Eq. 18 é uma gaussiana com centro na posi¢ao de equilibrio. A multiplicacao
da gaussiana pelos polindémios de Hermite mudam a paridade da funcao de onda, conforme pode
ser visto na Fig. 4. As propriedades da fun¢ao de onda do oscilador harménico tém consequéncias
importantes para as transigoes entre os niveis vibracionais de uma molécula, como veremos a seguir.
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Figura 4: Niveis energéticos do oscilador harmonico quéntico e suas respectivas fungdes de onda.
Note que se v for impar, a funcao de onda serd impar; se v for par, a funcao de onda seré par.

2 Transicoes vibracionais dependem do momento de dipolo de tran-
sicao.

Nem todas as transi¢cOes sdo permitidas de acordo com a mecénica quéntica. Quando estamos
lidando com a irradiagao de matéria, trabalhamos nos dominios da equagao de Schrédinger depen-
dente do tempo e da teoria da perturbagao. Deriva da dependéncia temporal do problema que
transicoes espectroscopicas validas possuem momento de dipolo de transicao, p;;, nao-nulo:

iy = {ilplf) = / 1) (3 e (1) Pr (19)
k

onde i e j sdo os numeros quanticos da transicao i — j, g corresponde a carga elétrica de uma
particula k. Simplificando o sistema para uma tUnica particula e representando esse problema de
uma forma unidimensional:

iy = Gl = [ " gt (g 2y (a)d. (20)

Uma vibragao molecular implica em uma pequeno deslocamento da posicao dos dtomos na ligacao,
dzx. Por conta disso, podemos expandir o momento de dipolo na posicao de equilibrio, z¢4:

d
1(Zeq + ) :uoﬂs(ﬁ) +.. (21)
T=Teq

onde o € o momento de dipolo estatico na posigao de equilibrio. Os termos de grau > 2 sao muito
pequenos e podem ser desprezados. A Eq. 20, entao, se torna:
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g = pNi; [ B ) Hy e
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O primeiro termo da Eq. 22 é igual a zero para todas as transicoes, pois os polinémios de Hermite
do integrando sao ortogonais entre si, sendo somente nao-nula quando nao hé transicao, i. e., i = j.
O segundo termo da Eq. 22 contém duas informagdes importantes: Primeiramente, a vibragao
deve provocar uma variacdo no dipolo da molécula. Se (du/dz)z—¢., = 0, a vibragao serd inativa
no infravermelho. Segundo, a avaliagdo da integral é simplificada pela seguinte propriedade dos
polinémios de Hermite:

1
xHy(z) =vH,_1 + §Hv+1(x) (23)

Substituindo Eq. 23 em Eq. 22:

= ® st g a2 (G () + Ly (12
g = "1 dl’)x:xeq/_ooe Hi(a x)<jHJ—1(O‘ $)+2Hg+1(a x))dx (24)

Devido & ortogonalidade dos polindémios de Hermite, essa integral somente serd nao-nula em duas
condigOes: se j =i — 1 ouse j =14+ 1. Assim, podemos definir as seguintes regras de selegao:

1. A vibragao deve provocar uma variagao no dipolo da molécula.

2. Somente transi¢bes onde Av = +1 sdo permitidas.

3 Modos normais descrevem vibragoes em moléculas

Os movimentos vibracionais de cada 4tomo em uma molécula, a principio, parecem caoticos. Na
realidade, as bandas (ou linhas) que aparecem em um espectro sao caracteristicas de modos normais.
Considere uma molécula contendo IV 4tomos. Uma representacao completa dessa molécula no espago
requereria 3NN coordenadas, i. e., uma coordenada cartesiana para cada coordenada atémica. Por
conta disso, dizemos que uma molécula de N dtomos tem 3N graus de liberdade.

Trés desses graus de liberdade correspondem a translacao da molécula inteira, que pode ser des-
crita pela translacdo de seu centro de massa. Além disso, alguns graus de liberdade podem ser
imediatamente associado a rotacao da molécula: uma molécula linear tem dois graus de liberdade
rotacionais — dois eixos perpendiculares a ligacdo que confere a linearidade a molécula — e uma
molécula nao linear possui trés graus de liberdade rotacional — trés eixos de rotagao perpendiculares
possiveis se encontrando no centro de massa. Assim, em total, uma molécula tem 3N — 5 graus de
liberdade vibracionais, se nao for linear, ou 3N — 6 caso seja. Cada um desses graus de liberdade
vibracionais corresponde a um modo normal de vibragao dentro da aproximacdao harmoénica. Na
falta de perturbacoes externas, a energia da molécula é uma funcao exclusivamente desses modos
normais. Sabemos que vibrac¢ées moleculares podem ser descritas como pequenos deslocamentos
nas imediacoes da configuracao de equilibrio. Por conta disso, podemos expandir o potencial em
uma série de Taylor:

0 0?
Va0 = Vi o) + 3 (50)m4 5 23 (g Jgmm +-- (29)
i K3 ] i (2

onde ¢; sao as coordenadas do dtomo ¢. Nas condigoes de equilibrio, o termo de primeiro grau é



zero e os demais desprezaveis. Somos deixados, entao, com:

V(gi,---sqn) = V(qo1,---,qon) + E E (8qz(9q ) 771'773':‘/(6]017'--,(1071)%—% g E Viining
G
(26)

Ao mudarmos a representacao do sistema para modos normais, os termos cruzados entre i e j
desaparecem e a equagao fica mais limpa:

o0*V 1 5
V(Q1.-- . Qn) = V(Qors - - Qon)+ Z (aQQ ) = V(Q1,+,Qu) = V(Qot, -, Quu)+5 ZVn

(27)
Como os termos cruzados desaparecem com o uso de modos normais, o Hamiltoniano molecular é
representado pela soma de 3N — 6 (ou 3N — 5, no caso de moléculas lineares) termos:

’Ulb 2 d2

1 2
B ) "
A funcao de onda total é o produto de func¢des de onda individuais para cada modo normal:

7/’(@17 R QNvib) =11 (Ql) T /l/}Nvib (QNvib) (29)

e a funcao de onda de cada modo é:
U, (Qi) = NuyHy (0] Qi)e™ @12, (30)

onde N,, é a constante de normalizacao, Hvi(ag / 2Qz) é o polindmio de Hermite associado e o =
(kp/B2)Y2. A energia da molécula é igual a:

Nyip

Eyip = Z Tww; (vj ) (31)

4 A realidade é anarmonica.

Infelizmente, a aproximacao harmonica é, como o proprio nome sugere, falha. Apesar de funcionar
muito bem para aplicacoes rotineiras, quando um determinado sistema é estudado em condigoes que
perturbam as moléculas para configuracoes distante do equilibrio, descrever cada vibragao como um
oscilador harmonico é falho. Por exemplo, & medida que a distancia internuclear aumenta, a energia
da ligagdo nao cresce quadraticamente, mas tende progressivamente a dissociacao da ligacao (Fig.
1). Dizemos que a ligacdo quimica é anarmoénica porque seu comportamento se desvia do modelo
harmonico, i. e., a forca de restauracdo do equilibrio ndo é proporcional ao deslocamento como
determina o potencial harménico (V = kz?/2).

A separagao entre os niveis de energia do oscilador anarmdénico que representa uma ligagdo quimica
pode ser descrito por uma série de poténcias:

Ev:(v—i-%)hw—(v—i— )hwvg+<v+ )hwvg—k (32)
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onde 9 e y3 sao as duas primeiras constantes de anarmonicidade, quantidades usualmente obtidas
a partir de experimentos. Como podemos ver em Fig. 5, os niveis energéticos da vibragao nao sao
igualmente espagados e a separagao entre eles diminui a medida que v — oco.

V(R)

Figura 5: Sobreposi¢ao de niveis de energia de um oscilador harmoénico (tracejado) e de um osci-
lador anarménico. Figura retirada de McQuarrie, Simon. Physical Chemistry: A Molecular
Approach, University Science Books (1997), Capitulo 13.

De acordo com as regras de selecdo do oscilador harménico quéntico, somente transi¢coes em que
Av=+1 sdo possiveis, mas experimentos mostram que ndo é bem assim. Uma das consequéncias mais
visiveis do carater nao-harménico das liga¢oes quimicas é a presenga de sobretons (ou overtones) no
espectro. Quertones sao sinais de intensidade fraca cuja frequéncia é aproximadamente um multiplo
inteiro da frequéncia da transigdo 0 — 1 (fundamental). A regra de sele¢do para o oscilador
anarmoénico é mais ampla:

Av==+1,42,43, ... (33)

A Eq. 33 explica a existéncia de overtones. Como a separagao entre os niveis energéticos do oscilador
anarmonico nao é constante, os overtones estao em frequéncias ligeiramente menores em relagao aos
multiplos da frequéncia fundamental.
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