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1 Particula na caixa unidimensional

Considere uma particula com movimento livre entre as posi¢oes © =0 e x = L. Em z = 0, hi uma
barreira de potencial infinita, assim como em x = L. Da mesma forma que tratamos a particula
livre na presenca de intervalos com potenciais nao-nulos, fazemos o mesmo com a particula na caixa.
A diferenca entre o caso da particula livre e a particula na caixa é que a equacao de Schrodinger
nao ¢é definida nas regides em que V' — 0o e somente precisamos lidar com a regiao 0 < x < L:
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Como 0os V — oo em = < 0 e z > 0, as condigdes de contorno do problema saoy(0) = (L) = 0.
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Figura 1: O problema da particula na caixa é definido por uma regiao onde a particula se move
livremente entre duas barreiras de potencial infinito.

Conforme vimos nas aulas anteriores, a solugao geral desse problema é:
Y(z) = Aet*® 4 Be~ikz (2)

onde k = v2mE /h. Sabemos que ¢’ = cos §+isin @ e, para simplicar o tratamento desse problema
especifico, optaremos por representar as fungoes de onda com fungées trigonométricas:

Y(z) = C coskx + Dsin kz. (3)

Aplicando a primeira condigao de contorno, 1¥(0) = 0, temos imediatamente que C = 0 e:
Y(z) = Dsinkx. (4)
Para que ¢(L) = 0, temos que fazer kL = nr — k=nn/L,n=1,2,... e a fungdo de onda se

torna:
nmwxT

Y(x) = Dsin (T) (5)



A determinacdo de D se da via normalizagao:

L
/ W () (x)dx = D2/ sin? <@>d:g =1 (6)
0 L
Fazendo a substituicdo nmax/L = v = dx = (L/nm)du, usando a identidade trigonométrica

abaixo:

cos20 =1—2sin’f —
1 — cos26
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alterando os limites de integracao para u = 0 e v = nw, temos que:

/1/1 dx—DQL/ (1—c082u)du
nw Joy 2

D2L nm
= — [mr — / cos 2udu} .
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sin® =

(7)
Fazendo uma segunda substituigdo, 2u = w = du=dw/2, u=0 — w=0ec¢u=nr =

w = 2nm:
/OL v (x)(x)de = 2n7r [ /QM cos wdw}
[

D?L

— —(sin 2nm — sin 0)] (8)
2n7r
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A constante de normalizagao, entao, deve ser:

2
D=/= 9
VI (
e a funcdo de onda normalizada deve ser:

Un(x) = \/Esin (?) n=123,... (10)

Observe que foi adicionado um indice n em 1, sinalizando que cada n define uma autofungao
diferente do operador Hamiltoniano da particula na caixa. n é chamado de nimero quéntico e os
estados da particula na caixa frequentemente sdo simbolizados por |n), onde n =1,2,....
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Os autovalores podem ser encontrados facilmente aplicando as fungoes de onda na equacao de
Schrédinger ou lembrando que:

2mE 2mE
h h?
252
E i .
2m
Como k = nn/L, os autovalores sao:
2 2h2 2h2
g,=""r _7 (11)
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2 As autofuncoes e os autovalores da particula na caixa

Algumas autofuncoes da particula na caixa e as respectivas distribuicoes de probabilidade podem
ser visualizadas na figura 2. Observe que a energia cresce com n? e o espacamento entre os niveis
aumenta. Se calcularmos Ep1 — Ey:

A

B, ¥a(@) (o)

Figura 2: Autofuncoes e distribuicoes de probabilidade dos quatro primeiros niveis de energia da
particula na caixa.
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As autofungoes (figura 2) sao idénticas a modos normais de vibragao de uma corda com as extre-
midades presas. Se na mecénica classica, uma particula pode oscilar entre as paredes com qualquer
energia E£ > (0, na mecanica quantica, o espectro de energia nesse sistema é quantizado e somente
pode assumir os valores dados pela equacao 11. O espectro discreto é uma propriedade caracteris-
tica do confinamento e esse comportamento se repete em diversos sistemas e modelos de interesse

Buit — En = [(n+1)? = n?]

quimico.

As paredes impenetraveis da caixa confinam a particula a regiao 0 < z < L, portanto Ax < L. Pelo
principio da incerteza temos que:

AzAp, > g = Ap, > (13)

— 2L’

Como a incerteza minima no momentum é A/2L, isso implica em uma energia minima para a
)

particula na caixa:

(Apy)? h?
2m  smL? (14)
Observe que Ej é:
72n?
B = g (15)



o que implica que parte da energia esté relacionada & incerteza e tem caréater ligeiramente desesta-
bilizante (“positivo”).

Nao contando os zeros nas extremidades, as fungoes de onda dos estados excitados possuem nos
(ou nodos), isto ¢, pontos em que 1, = 0. Se deslocarmos a origem para o centro da caixa, i.e.,
0<x<L——L/2<a' <L/2, os autoestados ganham uma nova forma funcional:

_ JV/2/Lcos(nmx/L), n=1,3,5,...
d}n(l‘)_{\/Q/Lsin(mm/L), n=2,4,6,... (16)

Observe que as fungoes de onda tem uma paridade definida. Isso se deve a invaridncia do operador
Hamiltoniano a transformagdo x — —x. Assim, ¥,(—z) = +¢(x), onde n par gera autofungoes
impares e n {mpar gera autofungoes pares. A solucao geral da equagao de Schrodinger da particula
na caixa é representada pela soma de todas as solugoes particulares:

o) = 3 {owvon [B27] i (25} an

Observe que a equacao 17 se trata de uma superposicao de autoestados:

o0

[v) = Z cin’)

n'=0

Podemos determinar os coeficientes a, e b,, basta calcular (n|y):

L)2 L2
Qp = <7’L|¢>n impar — L2 w:(LU)lﬁ(x)diﬁ = \/g/ w(-f) COS [M} dx

- —L/2 L 18)
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3 Particula em um aro circular

Considere uma particula caminhando sobre um aro circular sem o efeito de nenhuma energia po-
tencial. A energia dessa particula, assim como a particula livre e a particula na caixa, é apenas de
origem cinética, assim o operador Hamiltoniano do sistema é:
A2
2 p
H=——. (19)
2m
Observando a figura 3 nao estamos usando o sistema de coordenadas cartesianas, mas coordenadas
polares. O operador momentum desse sistema em coordenadas cartesianas seria:

2 2
P~ (02 + a2

o que implicaria em uma grande quantidade desnecessaria de calculos. Enquanto as coordenadas x
e y variam de acordo com a equacdo de um circulo (22 + y? = r2), em coordenadas polares uma
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Figura 3: Particula em um aro.

das coordenadas é fixa, o raio (r), enquanto apenas o angulo ¢ varia. Para fazer a transformagao,
basta perceber que o caminho percorrido pela particula é q:

q=ré (20)
e o momentum associado é: _
. 5 0 ih 0O
prng —7] _— = ——
Pg dq r O¢
ou seja, transformamos um problema de duas dimensées em um problema de uma dimensao, ¢. O
Hamiltoniano da particula no aro é, entao:

(21)

~ n? 92

Como o movimento ao longo do aro é peridédico, as condi¢oes de contorno do problema se resumem
a:

Y(p+2jm) = () j=0,£1,42,... (23)
O operador de momentum comuta com o Hamiltoniano:
A —h? 0%\ /—ih O —ih 0\ / —h? 02
.00 = (G 52) (5 59) ~ (5 36) (G ag2)
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logo as autofungoes do operador de momentum também sao autofun¢des do Hamiltoniano. Assim,
uma solugao particular é encontrada a partir da solugao do problema de autovalor:

ihoy
5 = (). (24

Essa equagao diferencial é bem conhecida neste ponto do curso e sua solugao é:

by (¢) = Nyero/h (25)



Como a equagao de Schrodinger é uma equagao diferencial de segunda ordem, precisa de uma
segunda solugao particular linearmente independente das outras solucoes particulares. Neste caso,
uma outra solugao 6bvia é:

Y (¢) = Ne No/M, (26)

Aplicando a condigao de periodicidade, temos que:

Y(¢+2m) = Nae " eE0" = Npe ™ y(9) (27)

Assim, temos que: ‘
e27r%>m — 1= eQﬂim[’ (28)

levando aos autovalores: 5
Amy = 2 g = 0,£1,£2, ... (29)

r
Assim, temos que: A

Vi (p) = Nypetimee, (30)

N é determinado pela normalizagao:

2 2 . ) 2
(D)1 ($)dd = N2 / GEimesTImO g5 — N2 / dé = 1,
0 0

0

o que resulta em Ny = 1/4/27 e em uma solugao igual a:

1 .
Yi(0) = ﬁei’mwﬁ, me=0,+1,42, ... (31)

Como o movimento se dé ao redor de um centro, é conveniente discutir o momentum angular. Se na
fisica classica L = r X p, o mesmo vale para os operadores em mecénica quéantica. Se considerarmos
o aro no plano xy, o momentum angular estara no eixo z (“regra da mao direita”) e:

- 0

l, =rpy = —ih—. 32
Como nesta situagao [, difere de De por um fator de r constante, [l;, Dg] = 0 e as autofungdes de py
sao autofuncgoes de [,. Os autovalores do momentum angular sao:

L, =mghp(¢), me=0,£1,£2,... (33)
A energia, por sua vez, é dada por:
l2 2h2
=== (34)
21 21

onde I = mr? é chamado de momento de inércia, que representa uma resisténcia a um movimento
rotatorio. Note que, além de formar um espectro discreto, E,,, = E_,,,, significando que cada nivel
de energia (exceto m = 0) é duplamente degenerado com dois autoestados independentes, | — my)
e |+ my).
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