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1 Revisao das regras basicas da mecanica quantica

Ao longo das ultimas aulas estudamos propriedades basicas de sistemas quanticos e discutimos o
problema da mensurabilidade. Nao discutimos, entretanto, como determinar os estados quénticos
com os quais trabalhamos. Recapitulando, vimos que um estado quéantico é representado por um
ket, ou um vetor de estado, |u). Se quisermos calcular grandezas fisicas associadas a |u), usamos
um operador para resgatar a propriedade em questdo desse estado. Se o estado em questao for um
autoestado (ou autovetor) do operador, teremos certeza que o valor medido serd correspondente
ao autovalor correspondente:

Ala) = ala) (1)

Se, entretanto, o estado for uma sobreposi¢ao (ou uma combinagao linear) dos autovetores que
formam a base do espaco vetorial que define o seu sistema, o valor esperado dependera do peso de
cada autovetor na constituicao do estado de interesse:

|u) = cile1) + cale2), |ej) sao autovetores, j =1,2 =

(4) = (ulAlu) = ((erle] + (eale3) A(ei|er) + eale2))

= ({e1]c + (e2lcs) (c1Aler) + c2Ale2))

= ((ex]e1 + (e2]cz)(crar]er) + crazles))

= cicrai(e1ler) + ccaazer|es) + cyerai(ezler) + cacaan(eslea)

= \61\2611 + \02\2(12
onde |cj|? = |{e;|u)|* sdo as probabilidades de ocupagio dos estados j. Observe que diversos termos
na peniltima linha da equagao 2 sao zero devido & ortogonalidade dos autoestados:

=1,i=j

3
0. i (3)

(eilej) = 0y {

Também estudamos que os operadores associados a grandezas fisicas sao hermiteanos, ou seja, sao
aqueles em que:

(ulAJu) = ((uAT)u) = (ul(A]u)). (4)

Essencialmente, operadores hermiteanos sao aqueles que:

~

Al = A. (5)

Operadores hermiteanos possuem autovalores reais e, quando representados sob a forma de
matrizes, sao idénticos as suas matrizes adjuntas (ou conjugadas hermiteanas).

Quando falamos de operadores adjuntos, temos que lembrar que:

(A=A (6)



2 As funcoes de onda

Até agora discutimos a mecanica quéntica de propriedades como a polarizacdo da luz, em que
somente ha dois estados possiveis, |[+) e |—). Se, no caso do estado de polarizagdo de fotons
originalmente num estado de polarizacao |¢), a amplitude de probabilidade do analisador com eixo
de angulo 6 deixa-lo passar é (p|6), onde:

|0>=<C°SQ) (] = (cosp sing)

sin 6

A maior parte dos problemas em quimica, entretanto, envolve grandezas que exigem um grau de
abstragao um pouco maior. Por exemplo, uma particula — digamos, um elétron — se move ao longo
de uma diregao qualquer. Para simplificar a discussao, digamos que se trata do eixo x. No caso da
polarizacao do foton, a medigao somente pode gerar dois resultados (“sim” ou “nao” com relagao ao
filtro analisador), um elétron que se move no espago pode ter qualquer posigao, isto é, uma infinidade
continua de valores. A amplitude de probabilidade de encontrar o elétron em uma posicao x do
espaco, que chamamos de fungcao de onda, é entao dada por:

Y(x) = (z|y) (10)

em que x é uma quantidade continua e com valores entre —oo e +00. Uma forma de interpretar é por
meio de uma descricao aproximada, onde o eixo x é dividido em intervalos idénticos de comprimento
5. O elétron esta no intervalo n quando nd < xz < (n+ 1)d, onde n = 0,+1,4+2,.... Ao invés de
descrever o vetor de estado como uma combinacao linear de dois estados, como é o caso do estado
de polarizagao, descrevemos o estado como a combinagao linear de infinitos estados:

)= | cn (11)

cada coeficiente ¢;, na mesma logica que usamos no estudo dos estados de polarizacao da luz,
representa a amplitude de probabilidade de encontrar o elétron no intervalo n e:

“+o0o

S feal =1 (12)

n=—0oo

Se fizermos ¢ infinitamente pequeno, encontramos a amplitude de probabilidade de encontrar o
elétron em uma posigao x:

lim (—=) = (=), (13)



onde, ao invés de uma soma de infinitos termos discretos temos que:
“+o00
/ [0 (x)[Pde = 1, (14)
—0oQ

que é a condicao de normalizagdo que estudamos anteriormente. O bra correspondente & equacao
11 é:

Wl=(.. g1 g --2) (15)
O que torna a condicao de normalizagao:
+oo
(YY) = V(@)Y (x)de = 1. (16)
Se estivermos lidando com autofung¢oes de um operador, entao, necessariamente:
+oco
(Yilvj) = ¥; (@) (x)de = bij. (17)
—00

Quando estamos interessados na sobreposicao de dois estados arbitrarios ¢ e x, calculamos a integral:
400

W = [ o @i, (18)
—00

onde tanto ¢ quanto y s@o combinagoes lineares (ou superposigoes) de autofungoes do operador de
interesse:

"P) = Z Cn’¢n>

- (19)
’X> - Z dn‘wn>

Como fungoes de onda sao amplitudes de probabilidade, elas devem cumprir alguns requisitos im-
portantes:

1) 1 deve ser uma fun¢do univoca, isto é, para cada valor z;, ela corresponde a um tnico valor

¥ ().
2) 1 nao deve ser infinita em um intervalo finito.
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3) v deve ser continua.
) ¥ deve ter quadrado integravel.
)

5) 1 deve ter derivadas continuas exceto em regides mal-comportadas de potencial (veremos o
que isso significa mais adiante).

3 A equacao de Schrodinger

Em geral, numa descri¢do dindmica, a funcdo de onda deve depender do tempo:

W) = U(a,1) (20)



Para uma particula de energia F¥ = hw, podemos dizer que, na auséncia de um potencial dependente
do tempo, a dependéncia do tempo é dada por:

U(x,t) = h(x)e™™ = p(z)e PN (21)
A equagao 21 sugere que:
'ha—\p =FEV (22)
"or ~

Sabemos, entretanto que a Equagao de Schrédinger para estados estacionarios é HU = EVv,

logo podemos encontrar:
ov

h— = HU 2
onde 2
H=-_" " 24
5y dp? T V(x) (24)

é o operador Hamiltoniano de uma particula em um sistema unidimensional. A equagdo 23 é
conhecida como Equacao de Schrédinger dependente do tempo e ela uma das principais
ferramentas no estudo da dindmica de sistemas quanticos. Observe que essa equagao é bastante
semelhante a equacdo de ondas cléssicas. A principal diferenca entre os dois problemas é que,
enquanto uma equacao de ondas cléssica contém as segundas derivadas com relacao ao tempo:

Oy 0%

o2 = a2 (25)

a equagao de Schrodinger dependente do tempo contém apenas a primeira derivada com relagdo ao
tempo. Essa diferenca é fundamental: enquanto equagoes diferenciais de segunda ordem necessitam
de duas condigdes iniciais (posigao e velocidade) para que a solugao seja completamente determinada,
basta saber o estado inicial para que a dindmica no tempo de um sistema quantico seja conhecida.

4 Postulados da Mecanica Quantica

Agora que conhecemos as ferramentas basicas da mecénica quéntica, seguiremos para os fundamen-
tos que podem ser resumidos em um pequeno conjunto de postulados:

Postulado 1: O estado de um sistema é completamente descrito por uma fungao ¥ =
U(ry,re,...,t), onde 1,2,... sdo os indices de cada particula do sistema e ¢ é o tempo.

A funcao ¥ é chamada funcéo de onda dependente do tempo e carrega toda a informacdo do
sistema. Quando representada em letra mintuscula, 1, normalmente nos referimos a funcao de onda
independente do tempo ¥ = ¥(ry,ra,...).



Postulado 2: Observaveis sao representadas por operadores hermitianos escolhidos para satisfazer
as seguintes relacoes de comutacao:

[, py] = iRdyq
l¢,¢]=0 (26)
[pq’pq’] =0

onde g e ¢’ representam coordenadas x, y ou 2, e pg, py representam os respectivos momenta lineares.

Em mecénica cléssica, posicao ¢ e momentum p sao chamadas de canénicas e juntas podem espe-
cificar completamente a trajetéria de uma particula. Em mecénica quéntica, devido as relacoes de
incerteza, isso nao é possivel, mas todas as observéaveis podem ser descritas em termos dos operadores
para a posicdo e para o momentum. Em uma dimensao:

T=ux
X 4 d (27)
= —N—
v dx
Em trés dimensoes:
T
z
5 (28)

. )
p=—ihV = —in |2

O operador hamiltoniano contém uma parte referente a energia potencial (V) e outra referente a
energia cinética (K). Enquanto a energia potencial pode ser descrita como uma fungao da posigao,
a energia cinética ¢ sempre descrita como uma funcdo do momentum de uma particula, K = p?/2m.
O operador de energia cinética do Hamiltoniano para uma particula, de forma analoga:
2 2 2 2 2
15, R (i_i_i_,_i) :_FLVQ (29)
ox?  Oy? 022

2m 2m

Postulado 3: Quando o sistema é descrito por uma func¢ao de onda v, o valor médio da observavel
) em uma série de medidas é igual ao valor esperado do operador correspondente.

Definimos o valor esperado de um operador para um estado arbitrario ¥ como:

_ (¥Qfy)
=y )
Se 9 estiver normalizado:
() = (¥[Qp) (31)



Considere um estado descrito pela combinagao linear de autofungoes de €2:
) = ¢jly) (32)
J

Neste caso, o valor esperado é:

) =3 (Gwil)2 X (arlvn) = 3 Genwslelvn)
k 5.k

J
= () =) e (Wjlwrlr) =D clerwr(thslvn) =Y cierwrdi (33)
- -

ik J:k
=(Q) = Z CLCEWE
k

0 que resulta em:

Q) = lexlwr (34)
k

Interpretando a Eq. 34 em luz do postulado 3 temos que o valor esperado é apenas a média
ponderada dos autovalores correspondentes a cada autofun¢ao que compde a base. [1), nesse caso,
nao precisa ser um autovetor de €2, mas se for descrito como uma combinacao linear de autovetores,
a Eq. 34 é valida.

Postulado 4: Para ¢ (r) normalizada, a probabilidade de uma particula ser achada em um elemento
dr de volume no ponto r ¢ igual a |1 (r)|?dT.

Esse postulado é normalmente conhecido como interpretacao de Born e fica entendido que ¢¥* (7)) (r) =
|4)(r)|? ¢ uma densidade de probabilidade. Decorre deste postulado que a funcio de onda deve
ter quadrado integravel.

Postulado 5: A funcdo de onda ¥(ry,7g,...,t) evolui no tempo de acordo com a equagao de
Schrédinger dependente do tempo:

0
ih=|¥) = H|¥) (35)

O postulado 5 tem um papel central no estudo de fendmenos fisico-quimicos. Enquanto a equacgao
de Schrodinger independente do tempo nos oferece formas de encontrar os estados estacionarios,
isto é, em equilibrio, a maior parte dos fendémenos de interesse quimico sao aqueles em que ha uma
mudanca entre dois estados de equilibrio. Normalmente uma perturbagao é aplicada no sistema e
entao observamos como o seu estado evolui.

A Eq. 35 é uma equagao diferencial parcial que apenas é separavel quando a energia potencial é

independente do tempo. Se esse for o caso, podemos assumir que V(r,t) = ¢(r)¢(t) e separar a
equacao em uma componente espacial e outra temporal:

d
ih-0(t) = Bo(t), (36)
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cuja solugao é trivial:
1Bt

P(t) =do-e n. (37)
A funcao de onda completa, nessas condigoes, é entao:
U(r,t) = (r) e n (38)

No caso de sistemas estacionarios, a dependéncia do tempo apenas diz respeito & modulagao da fase
da onda estacionaria definida pela Eq. 35.
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