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1 Motivacao

Quando trabalhamos com problemas em ciéncias da natureza, frequentemente encontramos proble-
mas que tém a seguinte forma:

AZ=\é. (1)
Observe que na equacao 1 temos uma matriz A operando sobre um vetor ¢ produzindo o vetor ¢
multiplicado por uma constante A. Esse é um problema bastante comum em Fisico-Quimica, mais
notoriamente em Cinética Quimica e em Mecanica Quéantica. Em cinética, por exemplo, podemos
ter um sistema de duas espécies A e B em que cada espécie reaja em uma reacao de primeira ordem
para formar a outra:

A=0B (2)

Os parametros kq e k_1 s@o constantes cinéticas de primeira ordem. Essa reacao reversivel gera um
problema de autovalores e autovetores:

d[A]

_ d([%]: k1[A] — k_1[B] (3)
_ 7 = k_l[B] —ky [A]

Reorganizando os termos da equagao 3, temos que:

d[A]

W = -k [A] + k_l[B] (4)
P8 _ ot - k1),

O sistema de equagoes 4 pode ser representado em uma forma matricial:

a (1) = (e 22 () ®

Observe que o operador d/dt é matematicamente equivalente a matriz formada pelas constan-
tes cinéticas, a quem chamaremos de K. Uma reacao de primeira ordem tem solugao da forma
[C] = [Cloe™, logo podemos esperar que as solugdes da equagio 5 sejam da forma exponencial.
Substituindo [A] = [A]pe e [B] = [B]oe* na equacio 4, temos que:

)\[A]oe)\t = -k [A]oe)\t + ki_l[B]geAt

A[Bloe™ = ki [AJoe™ — k_1[Bloe™. (6)

Podemos remover e do sistema por ser comum a todos os termos, onde obtemos:

)\[A}o = —k?l[A]o + k’fl[B]o
A[Blo = k1[A]o — k—1[B]o,



que é melhor representado por:

[A]o> (—k1 k-1 > (Wo) : <[A]o> <[A]o>

A = — K =A 8
(o) = (' 50 (i 8)) = *\[Blo ¥
Observe que o problema cinético se converteu em um problema de autovalores e autovetores analogo
& equacao 1 e o problema é simplificado: ao invés de resolver equacgoes diferenciais acopladas, vocé

resolve um problema de autovalores que necessita apenas das constantes cinéticas e das concentra-
¢Oes iniciais das espécies de interesse.

Em mecéanica quéntica, problemas de autovalores e autovetores surgem ainda mais naturalmente
quando levamos em consideragao que a propria equacao de Schrodinger é um problema de autova-
lores:

H|) = Elv) (9)

onde os autovalores correspondem a energia do sistema. De forma geral, para qualquer observavel
fisica que comute com o operador Hamiltoniano, [H, A] = 0, podemos afirmar que:

Alyp) = alp) (10)

2 Como resolver um problema de autovalores e autovetores
Observe que a equagao AZ = \é pode ser reescrita como:

A=\, (11)
(A—\)E=0. (12)

Dizemos que A é um autovalor de A se, e somente se:
det (A — \I) = 0. (13)

A equagdo 13 é chamada de equagdo caracteristica. Todo A é associado a um autovetor tal que a
equacao 1 seja valida.

Por exemplo, considere o seguinte problema de autovalores:

) 0)-0) a0

Para resolver, inicialmente temos que subtrair AI:

aai=(3 3= 0= 52 (15



Calculamos, entao, o determinante da matriz resultante e igualamos o polindmio caracteristico
resultante a zero:

4— A -5

det(/l—)\f):‘ N

’:(4—)\)(—3—)\)+1O:)\2—>\—2=0- (16)

As raizes do polinémio encontrado sao \; = —1 e Ay = 2. Como o pohnomlo é de segundo grau, a
matriz A tem dois autovalores. Para determinar os autovetores de A basta aplicar A; no sistema
de equagoes. Para A\ = —1:

— 4o — By = — 5z — 5y =0
EDO-O - < -
2 -3)\y (1 20 — 3y = —y 22 — 2y =0
Esse problema é ficil de ser resolvido: hé infinitos valores de x e y que satisfazem esse sistema,
desde que x = y. Todos eles, entretanto, sao miltiplos do seguinte autovetor:

()

A solugao nula, com x = y = 0 é trivial e ndo pode ser um autovetor. Se fizermos o mesmo com

A9 = 2, encontramos:
L (5
- (2) (19)

Q
[\

e temos os dois autovetores da matriz A.

2.1 Problema generalizado de autovalores

Em mecéanica quantica, nés frequentemente usamos bases ndo-ortogonais para descrever problemas
de interesse quimico. Por exemplo, uma molécula de No, por exemplo, é representada como dois ato-
mos de nitrogénio cada um com um conjunto proprio de orbitais atémicos que devem ser ortogonais
entre si desde que estejam centrados no mesmo atomo. Se dois orbitais 2p estao centrados em ato-
mos distintos, entao eles nao sao ortogonais, o que dificulta o calculo das propriedades eletronicas
da molécula mas que é fundamental para compreender o fenémeno da ligagao quimica. Nesse caso,
resolve-se um problema generalizado de autovalores. Considerando uma base nao-ortogonal
{|¢i}i, temos que resolver:

(H — \S)|c) = 0. (20)

onde H é a matriz hamiltoniana, composta por elementos H;; = (¢;|H|¢;), S é a matriz de
sobreposi¢ao, composta por Si; = (¢i|¢;) e |¢) é um estado formado por uma combinacao linear da
base nao-ortogonal {|¢p;};:

)= 7 | = alon) +ealda) + -+ enldn) (21)
cN

A solucao do problema é idéntica & solucdo de um problema de autovalor tradicional:

det (H — AS) = 0. (22)



Podemos usar a equagao 22 para determinar os autovalores e os autovetores do operador Hamil-
toniano. E importante perceber que se a matriz hamiltoniana tivesse sido definida em termos de
seus autovetores, ela seria diagonal. Nessas condigbes a matriz de sobreposicao seria igual a matriz
identidade.
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