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1 Estados de polarizacao da luz segundo a fisica classica

Para estudar as regras bésicas da mecéanica quéntica, é interessante lidar com sistemas simples e
a mecanica quantica dos estados de polarizagao da luz. Classicamente temos que a onda plana
monocromatica mais geral o possivel que se propaga na direcao 2 é dada por:

E, = e . ei(kz—wt)
gy — beldy . ei(kz—wt) (1)
onde a e b sao as amplitudes reais das duas componentes transversais £, e &, e 0, e d, sdo as
constante de fase. Por escolha adequada de z ou ¢, podemos fazer §, = 0 e, tomando ® = kz — wt:
Er=acosd
! (2)

&y =bcos (P +9)

onde § = 0, —d,. Perceba que &, e &, sao componentes de um vetor £ que se propaga em z. Vamos
demonstrar agora que o estado de polarizacao da radiagao, nesse contexto, depende da razao b/a
e da defasagem 0. Considere um plano fixo z = 0. Nesse ®(z = 0) = —wt, € descreve uma curva
dada pelas equagoes paramétricas 2 que necessariamente esta inscrita em um retangulo de lados 2a
e 2b, uma vez que |&;| < a e || < b. Eliminando ® das equacoes 2:

%y:cos(¢+5):cosq)cosé—sin@siné (3)
Ex . Ex\2
;—cosq) = sin® =4+4/1 — (;) (4)

Combinando as equagoes 3 e 4, temos que:

Ey 536 _ 5x 2.
?—;cosé—i 1—(;) sind =

(3) 23 (5 ) e+ (5) oo =simtaf1— ()]

Lembrando da identidade cos?§ + sin?f = 1, ao expandir o lado direito e reorganizar a equacio

temos que:
(G -2 mi (5) s ®

Observe que a equagao 5 define uma curva cdnica que, por estar inscrita em um retangulo, deve ser
uma elipse ou uma das suas formas degeneradas. A forma da elipse depende de §, a defasagem. A
luz chamada de linearmente polarizada tem defasagem:

d=nm (n=0,£1,£2,...). (6)



Substituindo na equagao 5, temos:

Ey\2 EN /€ Ex\2
) s (§)(E) (5 -0
( b ) +2(-1) WATDARN ’
o que cria uma possibilidade para n par e outra para n impar:
Lot (=0+2m,...)
%:—2 (6 =+m, £3m,...).

Desenhar essas curvas no plano cartesiano nos leva a retas (figura 1)

y y
b b

.----.o‘ ..... e X e EQ_--- -» X
5=2r 5=(2n+)r

Figura 1: Polarizacao linear.

No caso da luz circularmente polarizada, duas condi¢ées devem ser satisfeitas:

a=>b
8
5:mr+g (n=0,+1,+2), (®)
isto é, os componentes do campo elétrico ndo estao em fase e a amplitude inicial do campo elétrico
total é descrita por:
Eoe = a
{ (9)

s .
Eoy = ac'2 =1ia

Assim, o campo elétrico £ é descrito por:

£y = ac™®
* . o o (10)
gy _ ae1(<1>+n7r+7r/2) — jaenTi® — (_1)nlaez¢”
lembrando que € = cosf + isinf. Como o vetor de campo elétrico se propagando na direcao z é
dado por € = £, + Eyy:

+ — n par

£ = ae'®(z +i9) { (11)

— = n impar

onde & = kz — wt. Podemos definir, entao dois vetores unitarios que definem o sentido do giro da
polarizacao circular:

(12)

Em que €, define a luz circularmente polarizada esquerda e €_ a luz circularmente polarizada
direita (figura 2). Quando b/a # 1, temos luz elipticamente polarizada, que ndo entraremos em
detalhes neste curso.

[\



Figura 2: Polarizagao circular (a) esquerda e (b) direita.

2 Estados de polarizagao segundo a mecanica quantica

Conforme vimos na sec¢do anterior, o estado de polarizagao da luz é definido pela razéo b/a e pela
defasagem §. Considere o caso da polarizagao linear. Um filtro de polarizagao linear é um material
que somente permite a passagem de luz de polarizagao linear numa dada direcao. Podemos esse
tipo de filtro como polarizador — para permitir somente a passagem de luz linearmente polarizada
— e como analisador — para detectar a polarizagdo. Assim, se o eixo do analisador forma um angulo
¢ com a diregao de referéncia x (figura 3), o aparelho formado pelos dois filtros somente deixara
passar uma fragao I /Iy da intensidade da luz proveniente do polarizador. Segundo as leis da otica,
essa razao ¢ quantificada pela lei de Malus:

L cos?(9— o), (13)
Iy

onde # é o angulo entre o eixo do polarizador e a direcao de referéncia. Toda a intensidade sera

Analisador

Polarizador

Figura 3: Combinagao entre polarizador e analisador.

transmitida se os eixos estiverem alinhados, i. e., 0 = ¢, e sera toda bloqueada se estiverem cruzados,
i. e., 0—¢ = +m/2. Sabemos, entretanto, que a luz é composta por fétons e evidéncias experimentais
dizem que num feixe de luz linearmente polarizada, cada féton tem a mesma polarizagao linear. Além
disso, a intensidade de um feixe de luz é proporcional ao nimero de fétons, logo a equacao 13 deve
representar a fracdo do nimero total de fétons transmitidos pelo analisador. Como nao se pode
transmitir fragoes de fotons, a lei de Malus (equagdo 13) representa a probabilidade que um féton
linearmente polarizado na diregao 6 atravesse um analisador alinhado na diregao .

Para continuar o nosso exercicio interpretativo, dizemos que o estado quantico de polarizacao de
um féton fica bem definido quando sabemos que ele é linearmente polarizado numa dada direcao.
O polarizador, no experimento mental descrito prepara fétons no estado de polarizacao linear 6 e



que, ap6s atravessar o analisador, um féton estara no estado de polarizagao linear ¢. Assim, temos
a seguinte conclusao alinhada & lei de Malus: a probabilidade de que um féton preparado no estado
de polarizagao linear ¢ passe por um analisador que seleciona fétons de polarizagao ¢ é

P(8,¢) = cos® (6 — ). (14)

Note que pela equacdo 14 nao ha certeza sobre o que acontece com um foéton exceto quando P =1
ou P =0. A amplitude de probabilidade, nesse caso é a funcgao:

cos (0 — ¢) = cosf cosp + sinfsing = (cosp sinyp) (:?53) (15)

Observe que a amplitude de probabilidade representada como um produto evidencia o papel do
foton incidente e do féton transmitido. Um estado de polarizagao linear é representado por:

0= (5n0) w0

em que, como vimos em aulas anteriores (0]6) = cos? 6 + sin? = 1, o que satisfaz a condigao de
normalizagao. Vetores coluna sao representados por kets; vetores linhas sao representados por
bras:

(¢ = (cosp singp). (17)
A equacao 14 é mais propriamente escrita como:
P(0,¢) = [{2l0)]* (18)

Conforme vimos nas aulas anteriores, os estados quanticos sdo definidos pela equacao de Schrodin-
)

ger, que nao exclui a possibilidade de termos componentes complexos. Assim, definimos o bra (c|

associado a um ket |¢) como:

C1
0=(2) = = o) (19)
onde o asterisco indica o complexo conjugado. O estado quantico de polarizagao de um foéton de luz
monocromaética numa dada diregao é representado por um vetor de estado normalizado:

0=(2) = o =1 (20)
C2

Chamamos de observagao binaria o experimento com somente dois resultados possiveis (foton

é transmitido ou nado) e que somente existe um estado para qual o resultado é “sim” (o foton

transmitido pelo analisador tem estado |¢). Sabendo disso, podemos dizer que se um foéton é

preparado num estado de polarizacao |a), a probabilidade de que seja observado com polarizagao

|b) numa observagao binaria é:

P(b,a) = |(bla)[? (21)

Considere o caso da luz circularmente polarizada. A intensidade de um feixe de luz circularmente
polarizado, ao passar por um analisador de dire¢ao ¢ sempre se reduz a metade para qualquer ¢,
ou seja, a probabilidade de transmissao de um foton circularmente polarizado é sempre 1/2. Assim:

1 .
5= [{p]e)]? = |e1 cos p + o sin

= |1/ cos? o + (cieg + cer) cos psin p + |ep|? sin? (22)

= P(p,c) Vo



Se arbitrariamente escolhermos ¢ = 0 e ¢ = 7/2, temos que:

1 i«
1 Cl1 = —=€
e1f? = leal” = 5 { _ s (23)
Cy = ﬁe
onde « e 8 sdo fases arbitrarias.
* * 1 —ia i —if i
Cc1C2 + Ccyc1 = 5[6 e’ +e e ]
Lris-a) | cita—p)
=—|e +e
1 ) (24)
1. . .
=3 [eZ(a*ﬂ) + e*l(a*ﬁ)]
= cos (o — )
Sabemos da condi¢ao de normalizagao que:
c
b=t @) (1) =laal o =1 (29
entao, tomando ¢ = 7/4 (45°) por conveniéncia, temos que a equagao 22 diz que:
1 1 1 1
plal’ + gldert )+ glal’ =5 (26)
le1? + Jeal” + (clez + cer) = 1
Comparando a equagao 26 com as equagoes 24 e 25, temos que:
1. . .
ey + chey = = [el@7h) 4 mi(e=h)
et =l } (27)
=cos(a— ) =0.

A fungao cosseno somente sera zero se 5 = o £+ /2. Assim, podemos definir |¢) como:

=75 () (28)

Como os fatores de fase sao arbitrarios, tomamos a = 0 e encontramos dois estados de polarizagao

independentes:
| > 1 <1>

()

Os estados da equacao 29 correspondem a polarizacao circular esquerda e a polarizagdo circular
direita, respectivamente.

(29)



3 Observaveis em mecanica quantica

Chamamos de observaveis em fisica quantica quantidades que podem ser medidas. Essas medigoes
podem ser binarias ou nao; de fato, na grande maioria dos problemas que nos trabalharemos mais a
frente no curso, as observaveis correspondem a grandezas fisicas de interesse como energia, momen-
tum, momento angular etc. Primeiramente, considere uma grandeza A que somente pode ter um
ntmero finito de valores a1, aq, ..., a,. Suponha também, a principio, que existe um tnico estado
quantico |e;) para o qual a observavel toma o valor a;. Considere a seguinte observacao binéria: o
valor de A no estado |e;) é dado por a;? Note que, por ser uma observagdo binéria, somente ha
duas respostas possiveis: “sim”, se j = k, e “nao”; se j # k. Pela condigdo dada pela equagao 21, se
um féton foi preparado num estado |e;), a probabilidade de que a medida A gere um resultado ay,
(ou seja, que o foton seja observado no estado |e)) é:

(erles)® = Gk, (30)
onde dj ¢ o delta de Kronecker:
1, 7=k
djk = . (31)
0, j#k
Escolhendo adequadamente as fases dos vetores de estado, temos que:
(exlej) = djk, (32)
o que significa que o conjunto de estados |e1), |e2), ..., |e,) formam um conjunto ortonormal de n

vetores de estado. Da algebra linear, se sabe que num espaco vetorial de dimensao n nao pode haver
mais do que n vetores ortonormais. No caso dos estados de polarizagao do féton, em que n = 2,
nenhuma grandeza observével (que dependa somente da polarizagao) pode tomar mais do que dois
valores diferentes: a dimensao do espaco vetorial representa o niimero maximo de valores que uma
grandeza observavel pode tomar.

Exemplo: Mostre que |+) e |—) sao ortogonais.

Na algebra linear, ortogonalidade é definida quando o produto escalar é igual a zero. Assim, de

acordo com a equagao 29:
1 Nyt
(+]-) = 9 (1 _Z) <_Z>

portanto os estados |+) e |—) s@o ortogonais.

3.1 Valores esperados

Em geral, em um estado de polarizacao |u) qualquer do foton, a grandeza A nao tomara um valor
definido. Um estado arbitrario definido no espago vetorial pode ser definido como uma combinagao



linear dos vetores ortonormais que compdem a base desse espago vetorial, assim o estado |u) pode
ser descrito como:
lu) = ciler) + cale2) (33)

Nesse caso, A tomara um de seus dois valores possiveis a; ou as a depender da probabilidade definida
pela equacao 21:

p1 = [(erw)]?

pa = |{eafu)? (34

Assim, podemos definir o valor médio (ou valor esperado) de A no estado arbitrario |u) como:
(A) = pray + paas = a1|(e1|u)|* + az|(ea|u)|? Za]| ejlu)|? (35)

Pelas propriedades dos nimeros complexos (e pela regra do produto escalar):

2
A) =Y ajlule;){e;lu) (36)
j=1
Usando a propriedade da probabilidade, se quiser saber a probabilidade de medir uma propriedade
de |e1) ao se analisar |u):
(e1lu) = (erlci]er) + (er|calez) = ci(erler) + ca{erfez). (37)
Pela propriedade da ortonormalidade dos estados que compoem a base do espago vetorial:

¢j = {ejlu) = P(lej), |u)) = |¢;|? (38)

Conforme definimos em aulas passadas, o produto externo ¢ definido por |a)(b| e sua atuagao em
um ket |u) qualquer gera:

(la)(bD)|w) = [a) (blu).
Como o produto interno (b|u) é um namero,

(la)(bD)|w) = (blu)|a). (39)

Observe que o efeito do produto externo |a)(b| é equivalente ao efeito do produto de uma matriz em
um vetor. Isso é facilmente compreensivel se imaginarmos |a) e |b) como kets arbitrarios de duas

dimensoes:
« gy _ [a1b] a1b]
01 =(2) 6 o) = (U o (40)

Nessa mesma logica, podemos reescrever a equagao 36 como:

A) = (ulAlu), (41)

—~

em que:

2
A=) ajlejel. (42)
j=1



A é um operador linear e grande parte das grandezas fisicas de interesse sdo operadores lineares.
O produto externo |e;)(e;| é conhecido como operador de projegao, II e a sua atuacao em um estado
|u) qualquer gera a projecao de |u) sobre o vetor de base |e;):

Ij[u) = [ej)(ejlu) = (ejlu)le;), (43)
em que (ej|u) é o produto escalar entre os dois vetores de estado. O resultado dessa operacdo ¢ um
vetor de estado paralelo (ou “na mesma linha”) a |e;) (figura 4). Uma propriedade importante do

Figura 4: Projecao de um vetor sobre um dos componentes da base do espago vetorial.

operador de projecao é a chamada rela¢ao de plenitude (ou “completeza” (sic)):
DTG =3 lej)esl =1, (44)
J J

onde [ é0 operador identidade. A equagao ao ser aplicada em um estado |u) qualquer significa que,
se somassemos todas as projegoes de um estado |u) sobre os vetores de estado que compoem a base
de um espago vetorial, obteriamos |u):

) = S ML) = 3 les)eslu) = Y eles) = Elu) = ).

Note que qualquer estado pode ser descrito como uma combinagao linear dos estados que definem
a base do espago vetorial.

Exemplo: O momentum angular do f6ton ao longo da sua diregao de propagagcao (.J,) é quantizado,
assumindo valores:

J.|+) = +h|+) <= polarizacio circular esquerda
J.|-) = —h|=) <= polarizacio circular direita

As equagoes acima significam que +A sao os autovalores dos autovetores |+). Podemos construir o
operador J, usando as regras que discutimos em aulas passadas:

I = ZJz,jHj = Bl+)(+| = h[=) (-]

:h;@ 1 —i)h-;(_li> )

Portanto, o operador de momentum angular do fé6ton na direcao de sua propagacao é:



4 Matrizes e problema de autovalores

Considere um operador linear A. Podemos escrevé-lo como:
R 2 2 2 2 2
A= "lejales] = lei) el A e el =D lei) Aij{es], (45)
j=1 j=1 j=1 i=1 j=1

onde R
Aij = (eil Alej) (46)

¢ chamado elemento de matriz do operador A entre os estados |e;) e |e;). Os elementos diagonais
correspondem ao valor esperado do operador A para tal nivel ¢ = j. Se na mecénica quantica os
estados sao representados por vetores, observaveis sao representados por operadores (matrizes). No
caso de um espaco vetorial n = 2, como os estados de polarizacao da luz:

A <61|A’61> <€1|A’62> B Ay1 Ais
A - <<62|A’61> <62|A’62>) o <A21 A22> (47)

Definimos a matriz conjugada hermiteana de A como:
* *
Izl = (4 52 (48)
O operador linear correspondente a essa matriz é Af e, por defini¢ao:
(esl ATles) = (ejl Ales)*.
Essa relagao vale para qualquer par de estados |a) e |b):
(bl AT|a) = (al AJb)*. (49)

Um operador A tal que: ) .
AT = A (50)

é chamado de hermiteano. Como estamos lidando com produtos entre vetores colunas e linhas
com matrizes, se |¢) = B|b) <= (c| = (b|Bf. Da mesma forma, note que (AB)" = BT AT,

A aplicacao de um operador a um estado é equivalente ao produto de uma matriz por um vetor

coluna:
4 Aqq A12> <C1> <A11C1 + Alzcz)
Ale) = = 51
) <A21 Aoz ) \c2 Asicr + Agaco (51)
da mesma forma, se estivermos aplicando um operador a um estado bra:
2 Aq A12> <A11C* + A21C*)
Ao (e & . ! 2 52
(e (ci <) <A21 Ao Aqaci + Agacs (52)



4.1 Algumas regras para observaveis

Sabemos que o valor médio (ou esperado) de uma observavel A em um estado quantico arbitrario é
o elemento de matriz diagonal: X

(A) = (ul|Alu)
que necessariamente deve ser um nimero real — observaveis fisicas sdo quantidades reais, no fim das
contas:

(ul AJu)* = (ulAT|u) = (u| Alu),  V]u). (53)

Assim, temos que uma grandeza observavel A é representada por um operador hermiteano
A.

Também sabemos que um operador pode ser descrito pela equacgao 42. Se aplicarmos o operador
em um dos vetores de estado que compoem a base do espago vetorial, temos que:

Alej) = ajle;) (54)

A equacao 54 é uma problema de autovalores em que |e;) é um autovetor e a; é um autovalor. Esse
tipo de problema é recorrente em mecéanica quantica e tém um significado importante: os resultados
possiveis das observagoes de A sdo autovalores de A e os estados para os quais A assume com
certeza os seus valores possiveis a; (para todos j possiveis no espaco vetorial) sdo chamados de
autovetores (ou autoestados) correspondentes de A.

Para que essa interpretacao seja valida, os autovalores devem ser reais; como as observaveis fisicas
sdo dadas por operadores hermiteanos, seus valores esperados devem ser reais. Seja A um operador
hermiteano:

Alv) = Av) = (W]|A|v) = Aolv) = A
Se definirmos o operador A na base dos seus autoestados, a matriz seré diagonal:
+ (a1 O
A o < 0 CL2)

e os elementos da matriz serdao os autovalores. Na grande maioria das vezes nos trabalhamos com
bases que nao sao autovetores dos operadores de interesse. Uma das formas de determinar as
observaveis fisicas é fazer a diagonalizacao da sua matriz correspondente.

Exemplo: Para observar a polarizagao linear de um féton numa direcao 6, o fazemos atravessar
um analisador com eixo orientado nessa direcdo. A observacao que se segue é binaria: no estado
|0) o foton passa ag = 1; no estado |0 + 7/2) o féton nio passa ag /2 = 0. A polarizagdo linear do
féton na direcao 6 é, segundo a equacao 42, dada pelo operador:

By = agl0) (0] + apnyald + m/2)(0 + 7/2]. (55)

Como ag /2 =0:
Pela equacao 16, temos que:

A 2 3
Py — (cos 9) (cos@ sinH) _ ( cos” 0 cosHsmH) (57)

sin @ cosfsin @ sin2 6

10



Como todos os elementos da matriz no lado direito da equagao 57 sao reais, a matriz Py é hermiteana.
Um problema de autovalor é aquele em que a equagao 54 é obedecida, assim temos que resolver:

Pyle) = Ale) (58)

Esse problema é resolvido por meio da diagonalizagao.

P(a)=2(5) = #(3) =¥ (3) ®

onde I & a matriz identidade. Assim:

Para resolver esse problema e determinar os autovalores, calcula-se o determinante secular:
det (Py — \I) = 0, (60)

ou seja:
cos20 — \ cosfsinf

cosfsinf sin20 — A 0 (61)

Essa equacao leva a equacao de segundo grau A> — \ = 0 e os autovalores sdo, como previsto, A = 1
e A = 0. Se substituirmos os autovalores no sistema de equagoes lineares:

c1> _ (O) PN (cos? 0.— Nep + (c'os20 sinf)cy =0 -
(cosB@sinf)cy + (sin® 6 — X)cg =0

encontramos os dois autovetores (ou autoestados) de Py:

0
A=1 <= |0) = (C?S )
sin 0

cos 6

—sin 9) (63)

5 Leituras Recomendadas
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