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1 A radiacao do corpo negro nao é explicada pela fisica classica.

Um corpo negro é um objeto fisico idealizado que absorve toda a radiagao incidente independente-
mente da frequéncia e do angulo de incidéncia. O nome corpo negro advém dessa propriedade, uma
vez que a cor preta é percebida quando nao reflete luz nos comprimentos de onda visiveis. Apesar
do nome, um corpo negro pode emitir radiagao.

Ludwig Boltzmann postulou que a radiagdo emitida por um corpo negro (Rr) em determinada
temperatura é encontrada integrando a radiancia espectral (R(v)) sobre todas as frequéncias:

Ry — /O  Rw)dv (1)

Boltzmann demonstrou matematicamente uma relagao empirica encontrada por Josef Stefan:
Ry = oT? (2)

onde 0 = 5.67 x 1078 W -m™2. K% ¢ a constante de Stefan-Boltzmann. Experimentalmente
verificou-se que a radidncia espectral se comporta conforme mostra a Fig. 1:

Figura 1: Radiagao espectral emitida pelo corpo negro como fungao da temperatura. Quao maior
a temperatura, maior a frequéncia da radiagdo no pico da distribuigéo.

Esse comportamento é explicado pela lei de deslocamento de Wien tanto & Lei de Stefan (Eq. 2).
Lembrando que comprimento de onda (\) e frequéncia sao relacionados por \v = ¢, onde ¢ é a
velocidade da luz, a lei de deslocamento é normalmente escrita como:

MnaeT = b (3)

onde b é chamada de constante de Wien e é igual a 2.898 x 1073 m - K.



Um exemplo particularmente de corpo negro é um objeto contendo uma pequena cavidade pela qual
a radiagao pode entrar, é refletida e absorvida internamente. Se a cavidade é pequena o suficiente, a
probabilidade que a radiagao escape da cavidade é negligenciavel. Toda a radiacao é essencialmente
absorvida e a cavidade tem propriedades de um corpo negro. Se esse objeto for uniformemente

Figura 2: Objeto com cavidade interna e orificio para o exterior. A radiacdo pode entrar pelo
orificio, mas dificilmente sai por ser absorvida internamente.

aquecido, o interior da cavidade é preenchido por radiacao térmica emitida pelas paredes e uma
pequena fracdo escapara pelo orificio. A radiagdo emitida pode ser expressa em termos da radiacao
de cavidade (R(v,T)), mas é mais tutil expressa-la em termos da densidade de energia, p(v,T). As

duas grandezas sao relacionadas:
R(v,T)  p(v.T) (4)
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Figura 3: Corpo negro de cavidade esférica.

A titulo de simplicidade, considere um corpo negro uma camada esférica (Fig. 3). Como somente



um dos hemisférios tem um orificio, a energia irradiada (Er) em At serd metade da energia da
cavidade, E¢. Além disso, somente radiagoes de velocidade média (c,) passam pelo orificio, logo:

CBpl{Az) 1, Ec 1
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onde (Az) é a distancia percorrida pela radiagdo em um intervalo de tempo At e AV é o volume.
(c,) é uma média avaliada como:

JTyedA 9T qa [ cdA
<CZ> - /2 - w/2 - w/2
f_w/2 dA 2 [,/7dA Jo/7dA
Sabemos da Fig. 3 que dA = 2rr?sinfdf e c, = ccos b, logo:
(e.) foﬁ/ 2 cos fsin 0d0
Cy)=c-
772 in 66
Fazendo a substituicao z = cosf = dax = —sin #d6:
1
(—x)dzx ¢
(o) = - LT _ € (6
Jo d= 2
Substituindo 6 em 5: 4
c
R(Vv T) = Zp(yu T) = p(y, T) = ER(Vv T) (7)

O uso de argumentos classicos para explicar a dependéncia de R com a temperatura é problemaético,
como mostra a Fig. 4. Note que a radidncia espectral da cavidade é bem descrita quando A — oo,
mas falha para comprimentos de onda curtos.

‘.‘. — /Ro\ﬂ\&ﬁ‘v luh—xns
\.\
)
/o(%,T) \
o
™~ t:xpmmtmlv

...

A

Figura 4: A fisica classica, representada pela curva de Rayleigh-Jeans, nao consegue explicar porque
a radidncia espectral tem um méximo e decresce a medida que A — 0. A observagao dessa é chamada
de catdstrofe do ultravioleta.



2 A lei de Rayleigh-Jeans deriva da teoria classica de radiagao em
cavidade.

O argumento para a lei de Rayleigh-Jeans é longo, mas é simples. Considere uma caixa ctbica
de arestas L, com paredes perfeitamente condutoras (Fig. 5). A radiagao eletromagnética fica
confinada na caixa e os componentes podem ser tratados separadamente. Como toda radiagao é
refletida nas paredes, ocorre a formagao de ondas estacionarias:
O’E  10°E
= (8)
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onde E é o campo elétrico da onda eletromagnética. Como uma grandeza vetorial, o campo elétrico
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Figura 5: Cavidade ctubica com paredes perfeitamente condutoras.

tem trés componentes que devem ter amplitude zero, isto é, terem um né, em todo x = 0, y = 0,
z=0,z=0L,y=Lez= L. Essas seis condicoes impoem limites para as frequéncias de ondas
estacionarias que podem existir dentro da cavidade. Por se tratar de um problema separével, cada
componente tera uma solucao da forma:

) = Eop ysin(kyy) sin(wt) 9)

Substituindo as solugdes 9 na equagao 8, encontramos que:

1
k24 kL + k2= C—2w2 (10)

onde, segundo as condic¢oes de contorno:
n;m

hi= 7 (11)

onde i = x,y ou z e n; > (0. Como a frequéncia angular é relacionada a frequéncia v por w = 27y,

c
v=ory/ 2+ n2 +n? (12)
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fazendo as devidas substituigoes:



Para calcular a densidade de energia por volume, precisamos saber a energia média dos modos
vibracionais (oscilagoes, ondas de radiagao) e a quantidade total de modos de vibragao. A contagem
dos modos de vibragdo em um determinado intervalo de frequéncia v e v 4 dv é feita construindo

uma esfera de raio:
Y (13

o
- C

Substituindo 13 em 12, temos que:

r (14)

Uma vez que n; > 0 (ndo faz sentido uma onda com n; < 0) o espago é limitado a um octante da
esfera de raio r. O numero total calculado é multiplicado por (1/8). Como a luz tem dois estados
de polarizagao, também multiplicamos por 2. Assim:

1 w/2LvN\3
N == ‘/esfera X g X 2 = §<?> (15)
Estamos interessados no numero de modos por frequéncia, logo:
dN 2L0\3 2T\ 3
—_— = 77(—) v? = dN = 7r<—> vidy (16)
dv c c
Considere agora a energia por volume du = dU/V = pdv:
dUu () 8T, \ o

onde (g) é a energia média de cada modo de vibragao.

Nota 1. Como calcular (g)?

(¢) & a energia medida de cada modo vibracional. E chamada de "média do ensemble"em termodi-
namica estatistica e é calculada com o auxilio da distribuicdo de Boltzmann:

B I e e~¢/FT de

) = e (18)
Sabendo que (1/kT) = :
[ e-ePde d ® s
<€>_W_dﬁln[/o e de}
(€) = _ddg ln; _ kT (19)

onde k = 1.38 x 1072 J - K~!. A energia média por modo ¢é igual a k7. A integral dada pela
Equagao 18 ¢é analoga a uma média ponderada em que o peso de cada energia € é dada pelo peso
de Boltzmann e/4T

Assim:
kT

3

kT

du = pdv = Vv = p(v,T) = v? (20)



Usando a regra dacadeia e lembrando que \v = ¢:

du _ du dv _ kT

=z _ 20 21
dv  dvd\ A4 (21)

P
O lado direito da Eq. 21 é a lei de Rayleigh-Jeans. Observe que a lei de Rayleigh-Jeans, quando
A — 0, prediz uma densidade de energia, logo uma radiagao emitida infinita (ver Figura 4, Equagoes
1e4).

3 A aplicacao da hipoétese de Planck evita a catastrofe do ultravi-
oleta.

Como a distribui¢ao de Rayleigh-Jeans nao explica os resultados experimentais e resulta na catas-
trofe do ultravioleta, o corpo negro se tornou um objeto de curiosidade. Em um ato considerado
desesperado por cientistas da época, Max Planck resolveu o problema propondo que a energia seria
uma variavel discreta:

e=ney, ne€N (22)

Essa pequena modificagao altera a energia média por modo vibracional:

Do g

A série dentro do logaritmo converge, logo:

S jeeTPE gg 302 nefneo d N e
(e) = 0 = 0 = —%ln [Ze B 0} (23)
n=0

d -1 d gge—Peo
— _ _ »—Beo — _ o—Be0) — =0
(e) = dﬂln(l e Pe) _dﬁln(l e )—1_67&0 (24)
Reorganizando Eq. 24, encontramos uma expressao mais amigével para (¢):
<€> - 6550 -1 (25)

Aplicando o mesmo raciocinio da derivacdo de Rayleigh-Jones, definindo um quantum de energia
como €9 = hv e lembrando que Av = ¢:

8mhe 1
N> ohc/XKT _ |

p(NT) = (26)

onde h = 6.63 x 1073* m? - kg - s7! é a constante de Planck e p(\, T') finalmente consegue explicar
o formato experimental visto na Figura 4.



4 A distribuicao de Planck explica resultados experimentais e des-
vios do comportamento classico.

4.1 Lei de Rayleigh-Jeans

A lei de Rayleigh-Jeans é encontrada analisando o comportamento da curva quando A — oo, quando
a aproximagao é valida. O denominador de 26 pode ser aproximado a:

Tz _ — z" he/ART 1 he
e —ZE<:>6 L~ (27)

n=0

Therefore:
_ 8mhc AKT  8mkT

PRI= 36 The — M

4.2 Lei de Stefan-Boltzmann

A lei de Stefan-Boltzmann também pode ser encontrada a partir da relacdo entre a radidncia es-
pectral e a densidade de energia. Integrando 7 em todo o espectro de frequéncias:

2th [ V3dv
Ry = 2 /o ehv/kT _ (29)
Fazendo o = hv/kT, encontramos que:
21h (kT\4 [ a3do
Ry =" (—) / 30
r c \h o e¥—1 (30)

extraindo a temperatura dos parénteses, encontramos:

rr= 2R [T 2t = o 1)

c \h e —1

5 A hipoétese de Planck explica o efeito fotoelétrico

A hipotese de Planck foi considerada uma simples curiosidade cientifica por algum tempo. O
eletromagnetismo cléssico aparentava ter resolvido todos os problemas da segunda metade do século
XIX: a luz era um fenémeno ondulatério formado por duas componentes: uma elétrica e outra
magnética. Ambas componentes podiam ser encontradas por meio da solugdo das equagOes de
Maxwell e a presenca desses dois tipos de campos afetavam como cargas e se moviam pelo espago.
A teoria de Maxwell ndo considerava que a energia era quantizada, entretanto, e isso tornava o
conhecimento da época insuficiente para explicar alguns fenémenos recém-descobertos. O seguinte
experimento mudou tudo: Neste aparato, a radiacao incidente provoca a leitura de uma corrente no
amperimetro. Como a razao carga/massa do elétron ja era conhecida na época, foi facil determinar
que a luz provocava a ejegao de elétrons. Ao se medir a corrente que passava pelo detector (Anodo) em
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Figura 6: A luz incidente em um catodo metélico libera fotoelétrons. Aqueles cuja energia cinética
é grande o suficiente atingem o &nodo e permitem a leitura de uma corrente.
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Figura 7: Corrente fotoelétrica como funcdo da voltagem aplicada no circuito sob radiacao de
frequéncia constante. ® representa a intensidade da radiagao incidente sobre o catodo.

fungao da diferenga de potencial aplicado no circuito sob a incidéncia de uma radiagao de frequéncia
constante, verificou-se que a corrente fotoelétrica surge a partir de determinado potencial, Vj (Fig.
7): Se a intensidade da radiagao, ®, for aumentada, a magnitude da corrente fotoelétrica aumenta,
mas satura em um patamar mais elevado. Quando o potencial é negativado, a corrente fotoelétrica
nao é automaticamente extinta; ela decresce até que se atinja Vj, também chamado de potencial
frenador. A partir desse ponto, a corrente fotoelétrica sera zero independentemente da intensidade
da radiacao incidente. Esses resultados permitiram concluir que os elétrons partem do catodo
com alguma energia cinética que permite vencer a barreira imposta pelo potencial entre os pélos do
eletrodo. A energia cinética do elétron mais rapido é relacionada ao potencial frenador pela seguinte
relagao:

Koz = 6‘/0 (32)

Ao contrério do que a fisica classica postulava, o aumento da intensidade da radiagdo nao aumenta
a energia cinética dos elétrons, apenas a magnitude da corrente fotoelétrica. A intensidade no
modelo classico é definido pela amplitude da onda incidente e, como campos elétricos fazem cargas
se moverem, acreditava-se que a energia cinética dos elétrons dependesse dela. O efeito fotoelétrico



mudou esse entendimento, pois se verificou que a energia cinética dos fotoelétrons depende da
frequéncia da radiagdo incidente (Fig. 8). Essa constatacgao foi feita se mudar a frequéncia da
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Figura 8: Energia cinética maxima dos fotoelétrons emitidos como fungao da frequéncia da radiagao
incidente.

radiagao incidente mantendo a intensidade da radia¢ao constante (Fig. 9). Em 1905, Albert Einstein

l ( § = w»s*anh)
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Figura 9: Variagao do potencial frenador com o aumento da frequéncia da radiagdo incidente.

propos uma teoria quantica para o efeito fotoelétrico, segundo a qual a mudanga de um estado de
energia nhy para outro (n — 1)hv se devia a emissao de uma porgao de energia eletromagnética de
energia F = hv (quantum) que estivesse localizada em um pequeno volume do espago se movendo
com a velocidade da luz, o féton. Apoés sair do catodo, a energia cinética do elétron é:

K=h—-W (33)

onde W, chamada de func¢ao trabalho é uma caracteristica intrinseca de cada material correspondente
a energia necessaria para atravessar o material. De 32 e 33, temos a equacao que explica o formato
da reta em Fig. &:

eVo=hv—-W (34)
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